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Resolugao da Ficha 2

1. Enuncie o Teorema de Rolle e estude a sua aplicabilidade as fungoes:
(a) f(x) = |z — 2|, no intervalo [0, 4];
(b) f(z) = cosx + |x|, no intervalo [—g, g],
(¢) f(z) = 3/(x —1)2, no intervalo [0, 2].

Justifique.
Resolucao.
f continua em [a, b]
f diferenciavel em Ja, b = dcela,bf: f'(c)=0

r—2 sex>2
(a) f(x)—|a:—2|—{2_x se x < 2
A funcdo f é continua em R\{2}. Falta ver a continuidade em z = 2.

Uma vez que
lim f(z)= lim (2—2) =0,

r—2~ r—2~
lim f() = lm (2-2)=0c
f(2) =0,

a funcdo é continua em R.

A fungao ¢é diferenciavel em R\{2}. Falta ver a diferenciabilidade em = = 2.

Como ) )
z—2~ T — 2 z—2— X — 2
z—2+ x—2 z—2t  x—2 ’

vem que f'(27) # f/(21), e logo a fungao nao é diferenciavel em R.
Sendo assim, o Teorema de Rolle nao é aplicavel a f no intervalo [0, 4].
_ J cosz+x, 2x2€l0,F]
(b) f(z) = { cosx —x, x€[-F,0]

Como
li%li f(z) = lilgli(cosx —z)=1,
xli,%l+ f(z) = xli>110rl+(cosx +z)=1e
f(0) =1,

podemos concluir que f é continua em R.
Como f'(07) = =1 e f/(0%) =1, f nao é diferencidvel em = = 0, e logo nao é possivel aplicar o
Teorema de Rolle a esta fungao no intervalo dado.



()
f continua em [0, 2]
f diferenciavel em |0, 2| = Jce]0,2[: f'(¢)=0
f(O) — f(2) =1 T.Rolle

2. Seja f(z) = z(x — 1)(x — 2)(z — 3). Identifique os zeros de f. Indique, justificando, qual é o nimero
minimo de zeros das fungoes f'(z), f”(z) e f”(x) (sugestdo: utilize o Teorema de Rolle). Poderé,
nestes casos, existir um ntmero de zeros superior ao indicado?

Resolugao. Os zeros de fsaox =0, x =1, x = 2 e x = 3. Sendo assim, f’ tem pelo menos 3 zeros
(o Teorema de Rolle garante que entre dois zeros consecutivos de f existe pelo menos um zero de f').
Aplicando 0o mesmo raciocinio, vamos ter que f” tem pelo menos 2 zeros e f” pelo menos 1 zero. Por
outro lado, como f’ corresponde a um polinémio de 3° grau, f” corresponde a um polinémio de 2° grau
e f" corresponde a um polinémio de 1° grau, temos também a certeza que nao pode haver niimero de
zeros superior ao indicado para cada caso.

3. Verifique que a aplicagio f(z) = x — 2® satisfaz o Teorema de Lagrange em [—2,1] e determine o(s)
valor(es) ¢ €] — 2,1].

Resolugao. A funcdo f é continua e diferenciavel em R, donde, pelo Teorema de Lagrange, existe

1) — f(-2 0—6
c €] —2/1] tal que f'(c) = f(l)(f(Q))’ ou seja, 1 — 3c? = —5— © ¢ = 1. Tendo em conta o
intervalo dado, temos ¢ = —1.
4. Calcule os seguintes limites:
a) lim Inzln(z —1 . LCOST —sinw
@ iy Ininte =) (€) limy TR R
(b) lim cothmz x
o £) lim(1 + 22):2
(c) lin%(ex—i—a:)% ®) e v
€Tr—>
. In(sin(22)) ' 1
(@ Hm S Sna)) (8) lim(cos z)>
Resolucao.
(a)
1
1 1 z—1 —xIn?
lim Inzln(z—1) = lim Inz—-1) = lim 2=l = g 2T
o1t o1t 1 rRog—av 1 iy -1 Re
Inz z
In? z
B —In?z—2Inz B
R._C. z—1t 1 N
(b) Seja K = lim+ cotmz z. Vamos calcular In K
z—0
1 t
InK =1In ( lim cotms x) = lim In (cotﬁ x) = lim M =
z—0+ x—0t z—0t Inx R.C.
—1/sin?z )
= lim —C9tZ __ — |ip 7_:6/ sin” 2 =
RC. z—0+ 1 a—0+  cotw
x
I T
z—0t sSiIn“xcotxr  x—0t+ SINX COST
= lim ——=-1
r—0t COS T



1 1
Sendo assim, In K = —1 = K = —, e consequentemente o limite pretendido é igual a —.
e e

(c) Seja K = 1ir%(e"” + x)% Calculemos In K:

In(e* T 4+1
InK =1In <lim(ez —&—m)%) = lim In(e? + 7)) — lim S T 2
x—0 z—0 x RC.z—0e%* 4+ x

Sendo assim, In K = 2 = K = e?, e consequentemente o limite pretendido ¢ igual a e?.

i 2
(d) Utilizando os limites notaveis lim Sl T A 1, vem
-0t T z—0+ sin(2x)
2 cos(2x)

lim In(sin(2z)) lim sin(2x) i 2cos(2x)sinw
e—0+ In(sinz)) RC. w0+ ST 20+ coszsin(2r)

sinz
—  lim 2x cos(2x) sin x — lim cos(2z) _q

z—0+ wcosxsin(2x)  z—0t cosw

(e) . . .
rcosx —sinx . cost —xsinx — cosx . —sinz
lim ———— = lim = lim

pu— :O
z—0 2 R.C. z—0 2z z—0 2

(£) Seja K = lim (1 + 22)7 .

. a . In(1+2%)) : 2z
IK:I(ll %2):1 — _
n K =ln (lim(1+2%) o e LT )

1
= 1m =
z—0 1 %—:EZ

In K =1 = K = e, e consequentemente o limite pretendido ¢ igual a e.

(g) Seja K = lirrb(cosm)%.
r—

In(cos x) . tanz

In K = lim In(cos x)% = lim =0

—_— = 1m
z—0 z—0 T RC. z—0 1

InK =0= K =1, e consequentemente o limite pretendido é igual a 1.

5. Considere as seguintes fungoes

() f() = 5 ix (iv) f(z)= e%
(ii)) g(z) = (1 —2zx)e ™ (v) g(x) = —z + 2arctanx
e1/96
(i) h(x) = (vi) h(z) = 2+ %

e determine para cada uma delas:

(a
(b
(c
(d

dominio e assimptotas;
intervalos de monotonia e extremos relativos;

sentido da concavidade e pontos de inflexdo;

— — ~—

esbogo do grafico e contradominio.

Resolugao.



T

(i) f(x) =

1l
(a) D={zeR:1-¢e"#0} =R\{0}

Assimptotas verticais:

T

e
li = 1li =
xi%l* f(x) xir(l)l* 1 —Iex oo
e
li = 1li =—
a:ifgh f(fl?) xi%%r 1—e >
Logo x = 0 é assimptota vertical.
Assimptotas nao verticais:
eiE
_ v 0t
lim @: lim l—e? _ lim © = =0
r——00 X r——00 X r——00 ZC(l — ex) — 00
€T
eZE
x
_ 1
L L L A S O P
R z——+00 %‘ T——+00 1:1:_ e z——+00 I
. . ) e
mEIJPoo f@) = acginoo 1—et mEIJPOO —e? -
Logo y = 0 é uma assimptota horizontal & esquerda e y = —1 é uma assimptota horizontal a
direita.
e?(l1 —e”) — (—e”)e” e’
b / == =
—00 0 ~+00
e’ + [+ 1|+ +
(1-e"?| + [+[x[+] +
f'(z) + [+ x|+ +
f@ [ 1 [1[x[1]1
(©) f"(z) = e’(1—e")? —2(1 —e")(—e%)e®  e*(1+e")
(1—er)4 (1—e7)3
—00 0 +o00
e“(1+e")| + |+ |2+ +
-3 | + [+][x|-] -
@) [+ [+ [x[-| -
f(x) U lulx|n] n

(d) Esbogo do grafico:

D' =R\[-1,0]



(ii)) g(z) = (1 —2x)e™ ™
(a) D=R
Assimptotas nao verticais:

1—2z)e™®
r——00 I T——00 €T
1—2zx)e™®
im 90 g, 207
r——+00 I T——400 x

li = lim (1-2z)e =
Jim g(z) = lim (1-2z)e 0

Logo y = 0 é uma assimptota horizontal a direita.
(b) ¢'(z) = —2e7% —e (1 —2z) = e *(22 — 3)

—00 3/2 +o0
e | ¥ |+ + [ +] +
2 — 3 0 |+ +
g@) | — |[—=| 0 |+]| +
gl) | L I |m |11
(c) g"(x) =27 —e 2z —3) =e 7(5 — 2x)
—00 5/2 +00
e | |+ | T | +] T
5—2x| + |+| 0 | —] —
g"(z) | + [+ 0 |—| —
g(x) U |U|PI.|Nn| N
(d) Esbogo do grafico:
1 T
D' = [9(3/2), +oo[= [~2¢77, +o0]
el/?
(i) h(x) = —
(a) D={xeR:2#0} =R\{0}
Assimptotas verticais:
el/w
lim A(z) = lim =0
z—0~ z—0- X
1/z
lim A(z) = lim = +00

z—01 r—0t X

Logo x = 0 é assimptota vertical a direita.



Assimptotas nao verticais:

e1/x
1/x
lim h—m): lim —£— = lim e2 =0
e1/z
lim A(z) = lim =0
r——00 r——00 T
el/=z
1/x
fm M)y a gy ©
r——+oo I r——4oco I r——+oco I
e1/:E
lim A(z) = lim =0
Tr—-+00 r—+oco I
Logo y = 0 é uma assimptota horizontal
—e/*(1 4 )
(b) W(z) = ——5——=
x
—00 -1 0 +00
__el T _ _ _ _ x| = _
1tz | — |0 [+[+[+] +
23 — | =] = || X|+]| +
Rx)| — |—=] 0 |+|x]|[—=] —
h(z) | 1 |1 Tixpil 4
eV/*(222 + 4z 4 1)
(€) W) = 21
—0 —Y2 2 0 00
ell® + |+ + +| + x|+ 4+
20° +4x+1| + |+ 0 - 0 [+[|+][+] +
x° - | = — — — -0 |+ +
h"(z) - |- 0 + 0 — I x|+]| +
h(z) n |n| PI. |U|l PI. [n|x|U| U

(d) Esbogo do grafico:

D' = [h(-1) +e[\(0} = | -1, o0 \0)

X

(v) fla) ==

eLL’

(a) D={zeR:e*#0} =R




Assimptotas nao verticais:

x
of 1 1
lim @:lim - lim —=—=-00
T——00 I T——00 % x——o00 e¥ 0~
of 1 1
lim @:lim = lfim —=—=0
T—+o00 I z—+00 xa: z—+o00 e¥ +0o0
e /) = B =0
Logo y = 0 é uma assimptota horizontal a direita.
e’ —xe® 1—=x
b) f(x) = =
) f@) =i =
—00 1 400
l—2z| + | +]0|—| —
e’ + |+ |+ | +] +
fll) | + |+ 0|—] —
fl@) | 1T [T M]] |
—e'—(1—x)e® x—2
(©) ') = = =
—00 2 400
x—=2| — |—=] 0 |+ | +
e’ + |+ + |[+] +
)| — |—=] 0 |+ +
fle) | Nn |Nn|PI.|U| U
(d) Esbogo do grafico:
I
1
D’ :] - OO,f(—l)] = :| — 00, e:|

(v) g(x) = —x + 2arctanx

(a) D=R
Assimptotas nao verticais:

lim g(z) = Foo

r—+o00

Logo nao existem assimptotas.



—oo | —1 1 | +o0
1—22] — 0O |+]0] —
1+ | + [+ [+]|+] +
g@) | — |0 |+]0] —
gz) | L Im [T |M] |
—4z
1" _
(C) g (:IZ)— (1—|—332)2
—00 0 +00
—4z + [+ 0 | =] —
1+ + |+ + [+] +
g"(z) + [+ 0 |—| —
g(x) U |U|PI.|N| N
(d) Esbogo do grafico:
'\\\ It
\\\
\\.\\
\._‘. [
L S
%
\\.
kS
e
.

D' =R
(vi) h(x):a:—k%
(a) D={z e R:2?#0} =R\{0}

Assimptotas verticais:
1 3+1
lim <x+2):lim <a:—;— ):1
z—0— T r—0~ T

. 1 . 3 +1
Iim {2+ — ) = lim =1
0+ x2 z—0+ x2

Logo nao existem assimptotas verticais.
Assimptotas nao verticais:

1
h T+ — 341
T CO N, T g T
r—+oo g T—F00 x Tr—F00 1'3
. . 1 . 1
i () ) = i (4 5 ) =l =0
Logo y = x é uma assimptota horizontal.
2
b) W(z)=1- —
(b) W(w)=1-—
-0 | 0 V2 | +o00
(z)| + -1 0| +
R [ 1 <[] m ] 1




(c) '(z) = =

(d) Esbogo do grafico:

D/

—00 0 +o0
n'(x) | + X +
h(z) | U X U
//
|
A
et




