Analise Matemaéatica I
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2° Semestre 2005/2006

ISEL

Resolucao da Ficha 3

1. Calcule as seguintes primitivas (imediatas ou quase-imediatas):

(a) Pcos®(x)sin(z) (g) P9x21+ 1 (m) P V1 Zln(ﬂc)
(b) zj:Q((Z)) (h) P(e2r)2 (n) Pearctan(:v) +wln(1+w2)+1
(© cos(z) ) P arctan(2z) 2% 4 3 L+a?
2sin(z) + 3 1+ 422 (0) P2$ ]
1 ) 1 T
(d) e () P > ) Parccos <§2>
1 T x Vi—=x
©) P T i) W P (3)w (5) (a) Pe ) sc?(z)
cos(In(z sin(3z) sin(5z)
() P% 9 P3 + cos(3x) x Pl + cos?(5z)
Resolugao.
(a) Pcos?(x)sin(z) = —i cos*(z) + K
tan(z) = Ptan(z 1 an?(z
(b) PCOS2(3§) P tan( )0052(:1:) 2t () + K
cos(x) 1 1 1 )
(c) Pm = P§ <2 cos(x)m> =3 In|2sin(z) + 3| + K
1
1 r _
(@) Py = Pty =t ()| + K
1
e ! _p1t2 g arctan(a
(€) P(l + x2) arctan(x) Parctan(ac) In arctan(z)| + K
(f) Pw = P% cos(In(z)) = sin(In(z)) + K
1 1
1 4 4

12 3 1 3
(g) P9m2 i P1 n gmz = P1 32 =13 arctan <§$> = Earctan <§x> + K
+ 5.%

(h) P(e2x)2 — Pe4:c — 364:0 + K

\/arctan(2 1 12 1
(i) P irj_zr;(z 2) =P arctan%(%:) =33 arctan%(x) =3 arctan%(x) + K




(k) Ptan <§) sec? (g) = i3tan4 (%) = 2tan4 (%) + K

YT (@ 1 3 .

(m) PY———==P—3/1+In(z) = —(1+1In(z))3 + K
T T 4

arctan(z) 2 arctan(x) 2
(Il) Pe +1$_iH:£;+$ )+1 _p <61+$2 I !ElIi(_l'_‘;;j ) + 1_‘_1:172) — earctan(z) + iln2(1 +

x?) + arctan(z) +
(o) P2EH3 _ ( >:x+ln\2x+1\+K

2 +1

)

x
arccos ( — = 1
(p) \/—(22 = T 332 arccos (g) = Pﬁ arccos (%) =3 arccos? (%) + K
4
(q) Petan(®) sec?(x) = P — (—sec?(x)e™ tn(@)) = e tan(®) 4 ¢
sin(5x) 1 —5sin(bx) 1
P————————=P— ——————— = ——arct K
(x) 1 + cos?(5x) 51+ cos?(5z) 5 an(cos(5x)) +
2. Calcule as seguintes primitivas (por partes):
(a) Px?sin(z) (d) Pz arcsin(z?) (g) Psin(x)tan?(x)
(b) Psin?(x) (e) Pxe”
(¢) Pln(x) (f) Pade
Resolugao.

(a) Aplicando uma vez a férmula da primitivagdo por partes, com

g=2% e f=sin(z)
g =2r e Pf=—cos(x)

vem

Pz?sin(z) = — cos(z)x? — P(— cos(z)2z) = — cos(z)z* 4+ 2P cos(z)z. (1)
Aplicando agora a féormula da primitivagao por partes a P cos(z)z, vem

P cos(z)z = sin(x)z — Psin(x) = sin(z)x + cos(z) + K.

Substituindo em (1) vem que

Pz?sin(z) = — cos(z)x? + 2(sin(x)z + cos(z)) + K.

(b) Por partes, fazendo
g=sin(z) e  f=sin(z)
g =cos(x) e Pf=—cos(x)

vem que

Psin?(z) = —cos(x)sin(z) — P(—cos?(z)) = —% sin(2x) P cos?(x) =
= —% sin(2x) + P(1 — sin?(z)) = —% sin(2x) + x — Psin?(z).



Sendo assim, temos a igualdade
1
Psin?(z) = ~3 sin(2z) + 2 — Psin®(z) + K
1
& 2Psin’(x) = —5 sin(2z) +z + K

1 1
& Psin’(z) = 3T sin(2z) + K.

De forma alternativa, recordemos que
cos(2z) = cos?(z) — sin?(z) < cos(2z) = 1 — 2sin®(x) < cos(2z) = 2cos?(z) — 1,

donde sin?(z) = 1= cos(2r) e cos?(x) = M. Sendo assim,

2 2

) 1 — cos(2x) 1 cos(2z) 1 1.
2 = _ - = - — = —xr — —
Psin®(z) = P 5 P<2 5 57 4sm(2az)+K.

Por partes, fazendo

) e f=1
e Pf==x

vem que

1
Pln(z) = zIn(z) — Pm; =zln(z) — Pl=xzIn(z) —z + K.

Por partes, fazendo

g=arcsin(z?) e f=ux
1 72
== e pf="
g V1—22? / 2
vem
72 1

Prarcsin(z?) = 5 arcsin(z?) — Pz ——— =
72 x x? V1—a?

= 3 arcsin(z?) - P——— = > arcsin(z?) — ——— + K.

V1—2x2

Por partes, fazendo
g=z e f=¢€"
g=1 ¢ Pf=¢"
vem
Pre® = e"r — Pe* =e"(x — 1) + K.

Por partes, fazendo
g=2> e f=¢€
g =322 e Pf=¢"

vem que

Aplicando agora a formula da primitivacdo por partes a Pe®z?, temos que
Pez? = e%x? — 2Pe" .
Uma vez que Pze® = e*x — Pe®* = e¢”(x — 1) + K, obtemos

Pre” = e"23 — 3(ex? — 2(e"2® — e"(z — 1))) = ¢®(2® — 32° + 62 — 6) + K.



(g) Por partes, fazendo

g = tan?(z) ‘ e  f=sin(z)
g = 2tan($>cos2(x) = i;?((;) e Pf=—cos(x)
e ) 2sin(z)
Psin(z)tan?(z) = —cos(z)tan?(z) — P — 00?(:1:) o3 (2) =
sin(z
= —cos(z) tan?(x) + 2P 0052(33) =
= —cos(z)tan?(z) + cos(@) + K
. Calcule as seguintes primitivas (racionais):
W P P @ Py
Resolugao.

(a) 1° Passo: Divisao dos polinomios.

42% + 167 — 8

x° + 2t + 02> + 022 + O0x — 8 ‘:L'g — Az
—(@® 4+ 02t - 423 4+ 022 + 0z + 0) 22 + x + 4
+ 2t + 423 + 022 + O0x — 8
—(+ = + 0z° — 42 + 0z + 0)
+ 423 + 42 + O0x — 8
—(+ 423 + 022 — 16z + 0)
+ 42> + 16z — 8
Consequentemente,
o+ a2t -8 2, +4+4a:2+16'a:—8 2 +4+4952+1695—8 2 dt
Ao S Sl O I el '/
a3 — 4x a3 — 4x x(z? —4) z(r —2)(x +2)
42?4 162 — 8
2° Passo: Transformar v+ O numa soma de termos primitivaveis.
z(x —2)(z + 2)
A+ B N C B Aa:2—4A+Bx2+2a:B+Cx2—2a:C_
r -2 T+2 z(z —2)(z + 2) N
 (A+B+C)a?+ (2B —2C)z — 44
B z(z —2)(z+2)
Obtemos entao o sistema
A+B+C=4 B+C=2 2C = -6 C=-3
2B-C)=16 < B-(C=8 &< B=8+C < { B=5
—4A = -8 A=2 A=2 A=29
) 422 4 162 — 8 2 5 3
Assim, =+ — - )
z(z—=2)(z+2) =z x—-2 x+4+2
3° Passo: Primitivar todos os termos da soma obtida.
5 4
-8 2 5 3
Como%:x2+x+4+;+$_2—x—H,temOSQue
2o+t -8 2 5 3
P———  — = Pz 44+ — — =
a3 — 4x <$ LR x+2>
1 1
= -3+ -2 +4x+2n|z|+5n|r — 2| - 3n |z + 2| + K.

3 2



(b) Neste caso, nao é necessario efectuar a divisao dos polinémios.
T —8

2° Passo: Transformar ——————— numa soma de termos primitivaveis.
3 — 472 + 4x
Como z -8 z-8 z-8 em que
= = Vi
23 —422 +4r  x(2?2 —4dw+4) x(zx—2)% d
A B C _ Az? — 4z A+ 4A+ Br 4 Ca? — 22C
r (z—-22 x-2 x(r —2)? N
(A4 0)2*+ (B-2C —4A4)z +4A
B x(xr — 2)? ’
Temos entao o sistema
A+C=0 Cc=2
B—-2C—-4A=1 < B=-3
4A = -8 A=-2
z—8 2 3 2

1 _ _ _2z
OB S 4t dr oz 2 (x—2)2 =z

3° Passo: Primitivar todos os termos da soma obtida.

e — sao simples logaritmos neperianos. A primitiva de
r—2 =z (z—2)
pela regra da poténcia. Consequentemente,

As primitivas de 5 obtém-se

Tz —8 2 3 2 3
vt - ~2) =2mje -2 21 > LK
x3 —4x? + dx <x—2 (x —2)2 a:) nle -2 n]a:\+x_2+

(c) Neste caso nao é necessario efectuar a divisao dos polinémios.

2° Passo: Transformar R numa soma de termos primitivaveis.

x
Comecemos por decompor x> 4 1 em factores (dividindo 23 + 1 por = + 1, uma vez que z = —1 é
raiz de o3 + 1).

@+ 022 4+ 0z + 1 |z + 1
—(@*  + 22 4+ 0z + 0 2 — x + 1
- 22 4+ 0z + 1
—(= 22 - z + 0
+ z + 1
-+ z + 1)
+ 0

Nota: também podiamos utilizar a regra de Ruffini.

2

Como o discriminante de 22—z +1 é —3, temos que o polinémio 22 — x + 1 nao tem raizes. Sendo

W T T )@ —z 1)

be A Bx+C B:E2+B:E—|—C’:E—|—C+A:E2—A:E+A_

l’+1+$2—l’—|—1 N g$+1)(3:2—:n+1) N

(B+A)z*+(B+C—A)z+ (A+C)
(x+1)(x2 —xz+1)

obtemos o sistema

1

A+B=0 = —A _Iﬁ
B+C-A=0 ©{ -A+1-A4-4=0 { 4=Z
A+C=1 C=1-A 3
~3



tant 1 1 1 n -+ 2
e portanto ——— = = .
P »4+1 3\(x+1) 22—-z+1

3° Passo: Primitivar todos os termos da soma obtida.

. 1
E 6bvio que P—— =ln|z + 1| + K.
z+1

— 2
Estudemos P % Como (22 —z+1) = 22— 1, vejamos como fazer “aparecer” esta derivada
T4 -z

— 2 122 —1-3 1 2z —1 3

no numerador: PL :P——xi =P—-- * — .
2?2 —z+1 222 —z+1 2\22—z+1 22—2+1
- 20 —1 : .

Ora a primitiva de — é um logaritmo neperiano, e

T4 —x+

3 3 4

p— - —
T G
= 2y/3arctan (% (x - %)) + K.

Juntando, vem que

—o+2 _ , 120-1-3 1/ 20-1 3 B
2—z+1 222 —x+1 2\22—x+1 22—-24+1)
1 2 1
= -3 [ln(gc2 — 2+ 1) — 2y/3arctan <% <x— 5))} + K.
Finalmente,
1 1 1 -+ 2

P == P— =
3+ 1 3<:L'—|-1+:L'2—l’+1>

= % [ln|;p—|—1| —% [ln(aj2 — 1z +1) — 2y/3arctan (% (3:— %))” + K.

4. Calcule as seguintes primitivas (por substituigao):

1 — In(z) — 8
a) P (c) Pv5 — 322 0P (z)
(®) W(\Z/E +1) (@) PoyIFT ® z(In®(x) — 21n?(2) + In(x))
(b) P(em —1)(e2 +1) (e) PV —1ln(vz—1-3)
Resolucgao.

(a) Fazendo a substituicio ¥z =t = x =12 = ¢/(t) = 12¢1},

T t12 " t12
P = P———— 1211 =12P——— =
Vall(gr 4+ 1) tH(t* +1) 2 +1
= 12P tlo—t8+t6—t4+t2—1+; =
t2+1

t 1 t9 t7 t5 t3
— o L arctan(®
T 9 "7 5ty ttarctan()

Vol Wi NaT Wi Wz
1 9 7 "5 T3

WiIN

= 12

— Y« + arctan ( Y w11)> + K.

(b) Fazendo a substituigdo €* =t = z = In(t) = ¢'(t) = %,

er t2
P(er—1)(e2r+1) :P(t—l)(t2—|—1)

t
t—-1D(2+1)’

~ | =
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que é uma primitiva racional. Assim,

A Bt+C AP+ A+Bt?-Bt+Ct—C (A+B)t?+(C—-B)t+(A-C)

1T ErL t—1DE+1) - t—1)(+1)
e obtemos
B=—
A+B=0 = -B .
C—B=1 ¢ A+A=1 ¢ A=—
A—C=0 A=C 7
T2
Vem entao que
t 1 1 1 _t—-1 t 1 1
P— = _P— P — lt—l - =
(t—1)(2+1) 2 t—1 2 2+1 | - 2 t2+1+2 t?2+1

1 1
= —ln|t—1|—Zln(t2+1)+§arctan():

1
= 3 Ine* — 1] — 1 In(e* +1) + 3 arctan(e”) + K.

(c) Fazendo a substituigdo = = \/gsin(t) = ¢'(t) = \/gcos(t),

Pv%ih?PJ53<VEsHK0>2vhcw = P\/5 — 5sin%( v[;js Paﬁ%w

Fazendo a P cos?(t) por partes:

Pcos?(t) = sin(t)cos(t) — Psin(t)(—sin(t)) = sin(t) cos(t) — P(1 — cos?(t)) =
= sin(t)cos(t) +t — Pcos?(t))

donde " Ny
Pcos(t) = sin )0(2)8( )+ + K.

Logo

PV5—322 = @PCOS2(t) _ 5v/3 sin(t) cos(t) + ¢ _

3 3 2
sin [ arcsin | 4/ =z | | cos [ arcsin [ /=2 | | +arcsin [ {/=z
5v3 ( ( 5 5 5
: -
\/§$ 1-— §:L'2 + arcsin \/gaz
5v3V5 V5 5

: (V5
V5 1_5$2 5\/§arcsm< 3 3:)

1
5v/3 arcsin Qm
V5 — 322 5
= 5 + 5 + K.

(d) Fazendo a substituicio /1 +z=t=xz=1>—1= ¢/(t) = 2t,

tt 23 (1+@ 2y/(1+z)3

)=2 3 5 3 + K.

ev/1+x = P(t* — 1)t2t = 2P(t3



(e) Fazendo a substituicio /1 +z =t =z =1>—1= ¢/(t)
Pyz—1In(v/z —1-3)

= 2¢, vem

Ptin(t — 3)2t = 2Pt?In(t — 3) =

t3 31 t3 t2
= —In(t—-3)—-P——— ="1In(t—3 ——P—:
gt =3) = Por—g =gl =3 -3P—
¢ 1 (s 1
t3 1/t t2
= —In(t—3)—= ~— +3t+Inlt— =
3 n(t —3) 3<3+3 +3 —|—n|t 3|>
1 3 1
- Ty - YO 1te

1
- 1+w—§ln]\/1+x—3])+K

t

(f) Fazendo a substituigao Inz =t = z = e' = ¢/(t) = €,

p In(z) — 8 t—8 o= p t—38
z(In®(z) — 2In®(z) + In(z)) et (t3—22+1¢) t(t—1)%
Temos que
é+ B N C AP —-24t+ A+ Bt? - Bt+Ct (A+B)t*+(C—B—-2A)t+ A
t o t—1 (t—1)2 t(t—1)2 N t(t—1)2
donde
A+B=0 B=-A B =38
C—-B-2A=1 (¢ c—-8-2(-8 =1 & C=-T7
A=-8 A=-8 A=-8
e logo
t—38 8 8 7 7
P = P(—- - = —81 Injt -1+ -—— =
1t —1)2 ( P (t—1)2> Slnftl+ 8l =1+ 5=
7
= —8ln|l In|l -1+ —— + K.
Sn | In(z)] + 81n In(e) ~ 1 + i +
5. Calcule as seguintes primitivas:
4 x+1 Vz+3 Pre—t
(a) Pm (g) P € (Hl) xre
z Vo +3 (n) Ptan(3x)sec?(3z)
(b) Pe~ COS(:L') (h) Pes(®) cos(z) sin(x) (0) P 1
O e —
P—— . 3 +1In(x) 2 + cos(x)
(d) Pz arctan(z) (j) P cos(x)cot?(z) () P 1+et
(e) P ! : (k) pL Vo +1 (q) Pver—1
Ve—14+ vz —1 Vi1 (1) Psec(s)
422 + 32 + 2 2z _ 1
(f) P—5——= 1y PS—= (s) P #
z(2? +z+1) e 41 22 + 67 + 10
(a) 1° Passo: Divisao dos polinomios.
P4+l 2P+ r 1
z(22+1) 23+x d+ax 3+
2° Passo: Transformar numa soma de termos primitivaveis.
z(z? +1)
A Bx+C Ar®+A+Ba>+Czx  (A+B)a®+Cx+ A
r 22+l x(z?2+1) x(z?2+1)

8



Obtemos o sistema

=~ Q
(es)
T

=~ QW
1l

HO'

—_

| 1 T
elogop —5—v =~ — ——.
& z(x?2+1) = 2241

3° Passo: Primitivar todos os termos da soma obtida.
>+ +1 1

T
P————=P(14+——
z(z? +1) <+a: 22 +1

1
>:x+1n]a:\+§ln(a:2+l)+K.

(b) Por partes, tomando
e f=cos(x)
g =—e" e Pf=sin(x)
vem
Pe " cos(z) = sin(x)e™* — Psin(z)(—e™").

Apliquemos agora a formula da primitivagao por partes a Psin(x)e™":

Psin(x)e™ = —cos(x)e™™ — P — cos(z)(—e™ ") = — cos(z)e™ ™ — P cos(z)e ™.

Sendo assim, temos que

Pe ™ cos(z) = sin(x)e™ 4 cos(x)e™ ¥ 4+ Pcos(z)e™ < Pcos(z)e” " = sin(z)e ;COS(:E)G +K.

(c) Fazendo a substituicio V1 +z =t =2 =1>—-1= ¢'(t) = 2t, vem

2<7V(1;x)3—\/1+m> + K.

t?2—1 t3
P2 __—p o2 =2P(t2 —1)=2( = —t
1—=x t 3

(d) Por partes, fazendo

g=arctan(z) e f==x
1 x?
/
= P = —
I=1r2 ¢ PI=y
vem que
2 2 2 2
1 1
Pzarctan(z) = T arctan(z) — pr - T arctan(z) — p =
22 2 1+ 22 2 20 1422
1 1
= % arctan(z) — §P <1 13 x2> =

2
1
= % arctan(z) — §($ — arctan(z)) + K.

(e) Fazendo a substituicio vz — 1 =t =z =t1 + 1 = ¢'(t) = 4¢3, temos ainda que vz — 1 =2, e
portanto

P! _pl
Ve—1yz—1 3
422 + 37 + 2
r(x?+z+1)
A Bx+C A+ Ar+A+Ba?+Cr  (A+B)a®+(A+C)z+ A

:E+l’2—|-$—|—1_ x(z?2+x+1) N x(z?2 4+ 2+ 1)

42 = P4 =4t =4z — 1+ K.

(f) 2° Passo: Transformar numa soma de termos primitivaveis.




Temos o sistema

A+B=4 B=2
A+C=3 &< C=1

472 +3z+2 2 2z +1
elogo —5—— =" 4 — .
(2?2 +2x+1) =z 22+zx+1

3° Passo: Primitivar todos os termos da soma obtida.

4% + 32 +2 2 2z + 1
Sk Ay (S S R R R e TR
x(z?2 + 2 +1) x 2+ax+1

(g) Fazendo a substitui¢ao eV*® S=t= gz =1In> t—3=¢'(t) = 5

t 2Int
P2l —pr—2t =2V 4 K.
Int ¢

(h) Por partes, fazendo
g=sin(z) e f=e" cos(x)
g =—cos(z) e Pf=en@

vem

Pes™(®) cos(z)sin(z) = ™) sin(z) — Pesm(x) COS(:E) = 50 gin(x) — @) =
= @) (sin(z) — 1) +

(i) py3FEm@) _ P ,/3+1n 3—|—ln 2))% + K.

X

(j) Pcos(z)cot?(z) = Pcos(a:)(cot2(:n) +1—1) = Pcos(x) (sin;(a:) - 1) = Psin2(;;)S£xgos(x) =

1 :
= “on() sin(x) + K.

(k) Facamos a mudanca de varidvel /z + 1 = t. Temos que z = t® — 1 = ¢/(t) = 6t°. Além disso,

Vei+1l=tle Jx+1=t>2

va+1 0 —1+¢3 1 11
Jf—l;ix—i- P72+6t5=6p(t9—t3+t6):6 tlo——t4—|——t7 .
vae+1 t

70
3(x+1)3[14(z + 1) — 35+ 20(z + 1)2] _
2 70 1
3(z +1)3[14x — 21 + 20(x + 1)2]
= - + K.

In(t) = ¢'(t) = 5

N | —

(1) Facamos a mudanca de variavel e2* = ¢. Temos que x =

2r _ _
pe —l _ optotl lp -l 1002 0 1y
% 4 1 t+12t 2 tt+1) 2 \t+1 ¢
= Inft+1]— Eln]tl =In(e?® +1) — 5 —In(e**) =In(e** +1) —z + K.

10



(m) Por partes, fazendo
g=z e f=e"
Jg=1 ¢ Pf=—-e"
obtemos
Pre*=—-e"r—P—-e"=—-e"z—e=e"(x—-1)+ K.

1 1
(n) Ptan(3z)sect(3r) = §P3 tan(3z) sec(3x) sec®(3z) = 3 sect(3z) + K

2
(o) Fagamos a mudanga de variavel tan (g) = t. Temos que x = 2arctan(t) = ¢'(t) = 52 °
1— ¢
cos(x) = T
2 2 2
1 2 2 2 B
7:13714”2:1314”2:13 -p 3 -
2 + cos(x) 2+1—t 3+t 3+ 12 ) t
1+¢2 1+ ¢2 \B
2v3 3 2v/3 3
= T\/_ arctan (%t) = \3/7 arctan <% tan (g)) + K.
1
(p) Fazendo a mudanga de variavel e = ¢, temos que x = In(t) = ¢/(¢t) = T Além disso, e* = 2.

e _p Pl _pt ot t—Inft+1] =e® —In(e® + 1) + K
= -=P—— = ——— | =t—In =e” —In(e .
1+4+e” 14+ttt 1414 1+t
2t
(q) Fagamos a mudanca de variavel ve®* — 1 = t. Entéox:ln(t2+1):>¢’(t):t2+1 e logo

t? 1
Pye* —1=2P =2P <1 - m) = 2t—2arctan(t) = 2ve* — 1 —2arctan(ve® — 1)+ K.

t2+1
t t 2
(r) Psec(z) = Psec(x) an(z) + sec(z) = Psec(a:) an(z) + sec”(x) = In|tan(z) + sec(x)| + K.
tan(x) + sec(z) tan(z) + sec(z)
x 1 2z 46 6 1
P _p: - — Z(In |22 10— 6 arct K.
R s T R <a:2+6x+10 x2+6x+10> (a7 46w+ 10| G arctan(z+3))+
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