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Resolucgao da Ficha 4

1. Calcule o valor médio de cada uma das seguintes fungoes, e interprete geometricamente o resultado.
(a) f(z) = sin®(z) no intervalo [0, 7];

1
(b) f(z) = ——= no intervalo {0,
1—a?

1
V2
Resolugao. Como as fungoes em causa sao continuas no seu dominio, estao nas condigoes do Teorema

do Valor Médio.

(a) O valor médio da fungao f no intervalo [0,7] é f(c) correspondente a certo ¢ € [0, 7], tal que
fle)(m—0) = / f(z)dz. Como
0

s

[ e = [ sint (o) e = |Geee —sinta)| =7,

0

1
entao f(c) = 5 due ¢é o valor médio pretendido.

Se, por curiosidade, quisermos determinar valores de ¢, objecto(s) associados a esse valor médio,
basta resolver
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sin“(c) = -<esmc) =—<c=—-Vec=—.
(c) =3 (€) = 1 1
H4 dois objectos nas condigoes requeridas.
X
Hrea Clrmemie=frea Virmehan
1
A s
* T ; ;R: n
K a

A area do plano limitado pela funcio f(z) = sin?(z) e pelas rectas * = 0, x = 7 e o eixo Oz é

igual & area do rectangulo cuja base mede (7 — 0) e a altura 3
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(b) O valor médio da fungao f no intervalo [0, ] ¢ f(c) correspondente a certo ¢ € [0,

que f(c) <% —0) = /0” f(z) dz. Como
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entao f(c) = 1 X % =g que é o valor médio pretendido.

Se, por curiosidade, quisermos determinar valores de ¢, objecto(s) associados a esse valor médio,
basta resolver
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f(z)dz = /0\/5 ﬁ dz = [arcsin(x)]

s
47

1 V2 4
= & =v1-c2
V1—¢? 4 o

- o =1-¢
2w
8
= 62—1——2
Y
2 7T2_8
< Cc = 5
Vs
2 772_8
< Cc = D)
™
2JL},
AreaCinzanta = Area Vermelha
Sh b
5
£
o E ! "’;
=3 =2 =1 u} ‘IE 5 1 2 3
x T
_1-

A interpretacao geométrica é analoga a da alinea anterior.

2. Calcule o valor médio da fungao f(z) = e *sin(z) no intervalo [0,27]. Mostre que existe y € ]0, 27|

1
tal que f(y) = E(l — e~ 2™). Justifique.

Resolugao. Como a fungdo dada é continua no seu dominio, esta nas condigoes do Teorema do Valor
Meédio.
O valor médio da funcdo f no intervalo [0,27] é f(c) correspondente a certo ¢ € [0,27], tal que

2m
fle)(2m —0) = ; f(z)dz. Tem-se
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(a primitiva Pe™*sin(z) obtém-se facilmente aplicando duas vezes a formula da primitivagdo por
1— e—27r
partes). Sendo assim, f(c) = 1 , que é o valor médio pretendido.
T



A justificacao da existéncia de ¢ é uma mera consequéncia do Teorema do Valor Médio, dada a con-
tinuidade de f(z) = e *sin(x) em [0, 27].

3. Calcule:

2 42% 432+ 2
(a) —— 4z
1 z(z?+z+1)

) /‘32 V3 +xln(:172) dz

e
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(c) / © da
0 1 + et

Resolucgao.

(a) Recordando o Exercicio 5.(f) da Ficha 3:

402 +3x+2 <2 2r 41

Y . L Y| In |2 1|+ K
2@ +x+1) a:+x2+a:+1> nlel+Inja”+2+ 1]+ K,

e logo

= [2In|z|+1In|z? + 2+ 1]]? = 2In(2) + In(7) — 2In(1) — In(3) =

2ln(2)+ln<g> 4) +In ;) ( >

b) / 7v3+;n(‘"”2) do = [12(3+1n(x2))3r = (VB V),
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/2 4z + 3z + 2
————dx
1 (@2 +z+1)

. /1 o2z dgj_/e 2 ldt—/el_ 1 dt =[t—In(14+t)) =e—In(14+e)—1+1In(2) =
o T+er 7 Jy 14+tt )y T+t 1= =

e—1+1n<
1+e

4. Determine a funcdo f: R — R, ndo nula e diferencidvel, que verifica a condigao

/ 2+t

Resolugao. Derivando em ordem a z,

2 Vi)dt & 2 2
F@)f (@) dx/ L F@)f'@) = 57— ()2
2
x
s fllx) =
Nota: Este ultimo corte é correcto, uma vez que f é nao nula.
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Para calcular o valor de K, basta ver que [ / o +t dt = 0. Sendo assim,

2
0— ﬁarctan(\/_ x 0

)+ K=0s K =0,

2
e a funcdo pretendida é f(z) = x — v/2arctan <\/;$> :

In(14-z2) sin( )

5. Considere a fungao definida por F(z) = / dt. Calcule, justificando, F'(z).

rctan(x)

d [ie(+z?) sin(t) sin(ln(1 + z2)) 2z sin(arctan(z)) 1
lugio. F' = - :
Resolugao. F'(x) = e /arctan(m) 7 dt In(1+22) 1+a2 arctan(z) 14 22

Nota: Usando um pouco de trigonometria, pode-se chegar a expressao

1
sin?(z) + cos?(z) =1 = tan?(z)+1= ——
1 — sin“(x)

1
= 1—sin? =
sin” () tan?(x) + 1

1

L2

= -1
sin”(z) tan?(x) + 1

. 1
= sin(x) = \/1— () £ 1

1 1 2 x
Sendo assim, sin(arctan(z)) = /1 — = J1- = - Con-
endo assim, sin(arctan(zx)) \/ tan® (arctan(z)) T 1 iV =0 on

sequentemente,
, sin(In(1 + 2?)) 2z sin(arctan(z)) 1
Fl(z) = —
In(1+22) 1+2? arctan(xz) 1+ 22
x
sin(In(1 + 2%)) 2z ViFzez 1
In(1+22) 1+2? arctan(z) 1+ 22
_ sin(In(1 +2?) 2z x
In(l1+2%) 1+2% apctan(z)(1 +22)2
1422 14+t
6. Determine a equagdo da recta tangente ao grafico de f(z) = / — dt no ponto z = —1.
1
d [ 14t 141+ a2 Az + 22
Resolugao. Temos que f'(x) = E/ :_ dt = 1—_1_—;2% x = Tixf , e portanto f'(—1) =
4(-1) +2(-1)* 5
1+(-1)2 7
29 4y

Como f(—1) = / dt = [t +Int]? = (2In(2) — 1 — 0) = 1 +In(2), a equagdo da recta tangente é
y——3(:n+1)—|—1+11n( ).
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7. Considere as fungoes F'(z) = / In(t?) dt e G(z) = / In(v/t) dt. Mostre que
1 1

F'(x) 4+ G'(z) = F'(z)(1 + 423).
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Resolugdo. F'(z)+G (z) = %/ In(t?) dt—i—c%/ In(vt) dt = In(z?)+In(z?)423 = F'(z)(1+423).
1 1

3

/ sin?(¢)t2 dt
8. Calcule lim Z2° .

z—0 1’3

Resolucgao.

3

/ sin? ()t dt

02 (2326322 — sin2(22)242 9
lim 222 = lim 2 (27)a73e” — sin"(”)a 22 = lim ( sin®(2%)2% — sin*(2?)23> ) = 0.
2—0 z3 R.C. 2—0 322 z—0 3
9. Calcule:
400 Ly +o0 1 400 ln(ﬂj)
(a) /0 ze Y dz (c) /_OO g P dz (e) /C 2 dz
T
B} +oo \Jarctan (2
(b) /2 tan(3z) sec!(3x) dx (d) Varctan(2z) dz
0 0 1+ 41'2
Resolugao.
(a) Como Pre ™ = —ze™ —P—e P =—ge?—e?=—-e"z+1)+ K,
+oo c
/ ze *dr = lim ze ¥dr = lim [—e “(xz+1)|5=
0 c——+00 0 c——+00
= hI—iI-l (—e™“(c+1)—(-1) = lil}rn (e (c+1)+1)) =1

(b) Recordando o Exercicio 5.(n) da Ficha 3,

1 1
P tan(3z) sect(3z) = §P3 tan(3z) sec(3z) sec3(3z) = 3 sect(3z) + K.

Entao
T

C

/2 tan(3z) sec*(3z)dz = lim tan(3z) sec’(3z) do =
0 c—5 " J0

Lo
[ﬁ sec (33;)} o
: Iy 1
= lim <ﬁ sec” (3¢) — ﬁ) = +o0.

c—3

= lim
c—>% -



(c) Temos que

[
——————dz =
oo L2424+ 7

0 1 +o0o
S =t |
o T2+ 2247 0

0 1
= lim ——dz +
c——oo . 22 +2x+7

= lim —Garctan
-0 | 6 6

1

——d
24+ 2+ 7 v

d 1
lim ——dx =

xr =
d—+oo Jog 22422+ 7

V6(z + 1)

0

d—-4o00
c

= lim @ (arctan <@> — arctan <M>> +
c——oco 6 6 6

d——+oo

V6 AN
= 5 (arctan (7) + 5)

(d) Temos que

+ lim ? (arctan (M) — arctan (?))
+ @ (E — arctan (?)

/+°° arctan(2z) d
0 1 + 4172

6

6 \2

—  lim / \/arctan(2x) e
0

c—+o0 1+ 4x2
. 1 3 ¢
= lim |-arctanz(2z)| =
c—+oo | 3 0

1
+ lim ?arctan (M

6

1 1 /m3
= cgrlloogarctan%@c) =3 %

xT

1 1 11 1 1
(e) Como P n(;v) =——In(z) — P— —= = ——In(z) — —, temos que
x x T x x
oo ] “1 1
/ n(z) dzr = lim In(z) dzr= lim |—=In(z)——
e x2 c—=+oo J, x2 c—+00 x
1 1 1 1 2
= lim (—— In(c) — — 4+ —1In(e) + —> =
c—+00 C & e € €

10. Calcule a area da regiao limitada por:

(a) y:COS(ZE),yZSin(:E),x:%e %T;
b) y*=2—zecy=u;
()y=e',y=(r—1)2ex=1;

(d) y=-22+4dey=(z—-2)%
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(b) Queremos calcular a area da seguinte regiao:

Encaremos a figura segundo “outra perspectiva”. Comecemos por uma rotagao de 90°, e fagamos

uma reflexao em torno do eixo dos zx:

2 2 2
(d) A = / (-2 +4 — (z — 2)H)dx = / —2? + 4 — 2% 4+ 4oz — 4dx = / —222 + 4z dx
0 0 0
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(e) A:/( 1—22—e ) de = arcs;n(a:)_a: 5 ° +§e_2x
0







