Aula 25

Recordar. Chama-se funcao racional a uma funcao da forma ng; onde n(z) e d(z) sao po-
x
linbmios.
. . n(r) < . . .
Propriedade. Seja f(x) = m uma fun¢ao racional. Se o grau de n(x) é maior ou igual do
x
que o grau de d(x), entdo f(x) pode ser escrita na forma
r(z)
com grau de r(x) menor do que grau de d(x).
e e~ - . . r(x) - .
Primitivacao de fungoes racionais. Seja —— uma fungao racional, com grau de 7(x) menor

d()

dlz) =a(zr —aq) - (x — ayp)

do que grau de d(z), e seja

a decomposicao de d(z) em factores (onde a representa o coeficiente do termo de maior grau e
aq, ..., 0 sA0 as raizes, reais ou complexas, de d(x)). Vamos decompor a fungao racional numa
soma de fracgoes, de acordo com o tipo das raizes de d(z).

1° caso: Se d(z) s6 tem raizes reais simples aq, ..., ay, entao
r(z 1 A A
Q ——— L R n ,
() al\z—m T —

onde Aq,..., A, sdo constantes;

2° caso: Se d(x) tem uma raiz real a com multiplicidade k, entao as fracgoes correspondentes

r(z)

a « na decomposicao de —= sao

d(z)

onde Aq,..., A sdo constantes;

3° caso: Se d(x) tem as raizes complexas a & bi com multiplicidade k, entao as fracgdes corres-

r(x)

pondentes a estas raizes na decomposicao de m 880
x
A1+ Bz n A + Bix
(x —a)? + b2 ((x — a)? + b2k’
onde Aq,..., A, B1,..., B sdo constantes.

Em cada um dos casos, as constantes podem ser obtidas utilizando o método dos coeficientes
indeterminados.
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Exemplo 25.1.
3x +6
z(z —1)(z +3)
Como z(z — 1)(x + 3) s6 tem raizes reais simples, podemos decompor a fracgao racional

1. Vamos calcular P

numa soma de fracgdes do seguinte modo:
3z +6 A Ao As

x(z —1)(x +3) 7 Troi x+3

Entao

3x+6 = Ai(z—1)(x+3)+ Asx(x +3) + Asx(z — 1)
Ay(x? + 22 — 3) + Ay(2? + 32) + Az(2? — z),

e obtemos o sistema

Ay =-2
0=A; + Ay + A3 9
3=2A,+34y — A3 = A2:Z
- _ 1
6 = 34 Ag= -1
Assim,
9 1
3z +6 2 7 1
P = P|-= 4
x(x —1)(z + 3) :L"+3:—1 x+3

9 1
= —21n|3:|—|—11n|:n—1|—Zln|$—|—3|—|—k’.

2+ 22 +3
(x —1)(z+1)%
Como (z — 1)(x + 1)? tem uma raiz real simples e uma raiz real de multiplicidade 2,
podemos decompor a fracgao racional numa soma de frac¢ées do seguinte modo:
£L'2 +2x + 3 A1 A2 A3
G—D@+1)? 2-1 241 @x1Z

2. Vamos calcular P

Entao

2? +20+3 = Aj(x+ 1)+ Ay(x—1)(z+1) + A3z — 1)
Ay(2? +22 4+ 1) + Ag(z® — 1) + Az(z — 1),

e obtemos o sistema

3
1=A4;+ A4, A1:§
2 =2A1+ A3 = AQZ—E
3:A1—A2—A3 2
Az =—1
Assim,
3 1
2 +22+3 B} B} 1
o TerTe . p _ _
(x —1)(z+1)? z—1 z+4+1 (x+1)?
3 1 1
= —Injz—1]— =1 1|+ —— + k.
2n|x | 2n|:13+ |+x+1+k



ot -2+ 222 — 2+ 2
(x —1)(z2 +2)?
Como (z —1)(22 +2)? tem uma raiz real simples e duas raizes complexas de multiplicidade
2, podemos decompor a frac¢ao racional numa soma de frac¢ées do seguinte modo:

3. Vamos calcular P

et 422 —z+2 A Ay + Box A3+ Bsx
(x—-1)(z2+2)2  z-1 z2 +2 (22 +2)2°

Entao

et -2t —r+ 2=

= A1 (ZE2 + 2)2 + (A2 + Bgﬂj‘)(ﬂj‘ — 1)(33‘2 + 2) + (Ag + Bgﬂj‘)(ﬂj‘ — 1)
= Ay(z* +42® +4) + (Ay + Box)(2® — 2% + 22 — 2) + (A3 + Bsz)(z — 1),

e obtemos o sistema

( 1
A==
1=A14+ B, ! 31
—1=Ay— By A2:—§
2=4A, — Ay + 2By + B3 = 2
—1=124,— 2By + A; — By By =3
2 — 44, — 24y — Ag Az =0
| By =-1
Assim,
Pa:4—x3+2a:2—x+2_
(x —1)(22 +2)2
1 1+2
- e
_ p| 3 33" @
r—1 z2+2 (22 4 2)2
1 1 1 2 x 1 1
— Sljr—1]—P—— -
T B s R L R P
1
V2 1, 11
) —1——— op— V2 )
3n|3: | V2 <$>2 1+3n($+)+2$2+2
=) +
V2
1 1 1
= ln| —1|——arctan<%> gln(az2+2)+§x2—+2+k‘
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