Aula 38

Definigao 38.1. Chama-se sucessao (em R) a qualquer aplica¢do z : N — R que a cadan € N
associa um elemento x(n) € R. Denotamos por x,, o elemento x(n) (termo de ordem n).

Definigao 38.2. A sucessao x,, diz-se limitada se o conjunto dos seus termos {z, € R: n € N}
é limitado.

Definigao 38.3. Seja x, uma sucessao e a € R. Diz-se que z,, converge (ou tende) para a
quando
Vo>03dpeN:n>p=|zx, —al <9,

e escreve-se T, — a ou limx, = a.

Teorema 38.4 (Teorema das sucessoes enquadradas). Se Xy, Yn, 2, SG0 sucessoes tais que

Tn < Zn < Yn
para n > p elimx, =limy, = a, entdo lim z, = a.

Propriedade. Toda a sucessao convergente é limitada.

Recordar. A sucessao z, diz-se crescente se T,11 > T, Vn € N, e diz-se decrescente se
Tptl < Tp, VN €N

Propriedade. Toda a sucessao mondétona limitada é convergente.
Propriedade. Se =, — a e y, — b, entao:
1. 2y +yn — a+b;

2. Ty - Yn — ab;
Ty
Yn

3. H%,seb#Oeyn#OVneN.

Propriedade. Se z,, é limitada e y, — 0, entao x,, - y, — O.

Definigcao 38.5. Seja z, uma sucessao. Diz-se que x,, tende para +oo quando
VL>0dpeN:n>p=uz, > L,

e escreve-se T, — 400 ou lim x, = 4+00. Diz-se que z,, — —oo quando —x, — +0oc.

Propriedade. Sejam z, e y, sucessoes. Entao:

1. sea > 1, entao a" — +o0;

.1
2. se &, — 0, entao — — o0;
In

.1
3. se x, — 00, entao — — 0;
T

4. se z, <y, paran > p e x, — +00, entdo y, — +0o0;

5. se x, — 00 e Yy, ¢ limitada, entao x, + y, — 00.
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Aula 39

Definigao 39.1. Seja a, uma sucessdo. Chama-se série de termo geral a, a uma expressao da
[e.e]

forma > ay,.
n=1

Exemplo 39.2.

18

1 _ 1 1 P PR .
= =1435+3+--- (série harmonica);

18

T=1+1+14-; 4.

n=1

I
—_

n

[e.e] [e.e]
2.3 (-1)"=1—-141—---; 5.y L =1+1+3+-;
n=0 n=1
S L SS L L1y
n=1 n=0
o
Definigao 39.3. Seja a, uma sucessdo. Diz-se que a série Y a, é convergente se existe e é

n=1
finito o limite lim S,,, onde S,, = a1 + a2 + -+ - + a,, para cada n € N é a sucessao das somas

parciais de a,. Neste caso ao limite lim S, d4-se o nome de soma da série, e escreve-se

i an, = lim S,,.
n=1

Se o limite lim S, ndo existe ou é infinito, a série diz-se divergente.

Exemplo 39.4.

[e.e] [e.e]
1. Consideremos a série »_ 1. Entao 2. Consideremos a série »_ (—1)". Entao
n=1 n=0
So =1
S =1
Sy = 1+1=2 S1o= 1-1=0
Sy = 1-1+1=1
S3 = 1+1+1=3 .
Sn: B S, = {0 senPar
1 sen impar
Como lim S, = 400, a série é divergente. Como lim S), nao existe, a série é divergente.
[e.0] o0
3. Consideremos a série »_ n. Entao 4. Consideremos a série » 2% Entao
n=1 n=0
So =1
S =1 S = 1+ %
Sy = 1+2=3 :
S3 = 14+2+3=6 - L
: _ 11 1 _ - on¥T
Sno= THgtitedg =07
1 2
S, = 1+2+---+n:%. )
Como lim S,, = T = 2, a série é conver-
Como lim S, = 400, a série é divergente. gente, e com soma igual a 2.
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5. Consideremos a série zlﬁ Entao, observando que a, = ﬁ =1_ n+r17 temos
n—=
que
S = 1—3
_ 1 11y _ 1
% = (1_§)+g§_§)1_}_§1 1 1
S = Ss=(1-3)+G-3)+G-1)=1-1
_ 1 11 1 1) _ 1
Sn = (1_§)+(§_§)+"'+<H_n_+1) =1l-55
Como lim S,, = 1, a série é convergente, e com soma igual a 1.
[e.e]
Série geométrica. Chama-se série geométrica a uma série da forma ) ", com r constante.
=0
1— ,r.n-‘,-l "
Parar #1, .5, = T, e portanto
—r
= se |r| <1
lim S, =¢ +oo ser>1

nao existe ser < —1

Para r = 1, pelo Exemplo 39.4.1, lim S, = +o00, e para r = —1, pelo Exemplo 39.4.2, lim S,,

nao existe.
o0

Assim, a série geométrica Y ™ converge com soma igual a ﬁ se |r| < 1 ediverge se |r| > 1.
n=0

o0

Série redutivel. Chama-se série redutivel (ou série de Mengoli) a uma série »_ a, cujo termo
n=1

geral pode ser escrito na forma a, = z, — z,+;. Esta série é convergente se e s6 se existe e é

finito lim z,, e

(o @]
Zzn—zn+k:z1+zQ+~-—|—zk—k:limzn.

n=1
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Aula 40

Critério do integral. Seja f uma fungdo continua, positiva e decrescente em [1,+o0o[ e seja
[ee)
an = f(n), n € N. Entao a série ) a,, é convergente se e s6 se o integral improprio f;_:of flx)dz

n=1
€ convergente.

Exemplo 40.1. Consideremos a série harmonica

i
§I>—‘

1
Como a fungao f(z) = p é continua, positiva e decrescente em [1,+oo[, pelo critério do

2

. L. L. —+00
1ntegral a série harmonica é convergente se e sO6 se o 1ntegral f 1

n_y z dr & convergente. Mas

f;of glc dxr = +o0, e portanto a série harmoénica é divergente.

Propriedade.

o0 o0
1. A série Y a, converge se e so se a série Y a, converge, para algum p € N.
n=1 n=p

o0 o0 o o0
2. Se k #0, a série Y a, converge se e sO se a série Y ka, converge, e Y kap, =k ap.

n=1 n=1 n=1 n=1
o0 o0 [e.°]
3. Se as séries Y a, e Y b, sdo convergentes, entdo a série Y (an + b,) ¢é convergente, e
n=1 n=1 n=1

Y(an +by) =D an+ > by
n=1 n=1

Exemplo 40.2.

1. Como z 5w € convergente, entao z 5w € convergente, e Z 5n = 32 o =

n=0 n=0 n=0 n=0
1 = 1 (1 1
2. Como as séries ) 57 e ) 57 sdo convergentes, entao a série ) (5w + zw) ¢ convergente,
n= 0 n= 0 n=0

o0
620(2% 7)) = Z2n+z3n: %:%
n—

o
Observagao 40.3. Note-se que a reciproca de 3 nao é verdadeira: por exemplo, as séries E %
n=1

[e.e] o0 o0
2 s i - 12)_ N3 4 - 1 1 s
e Y 2 sdo divergentes, e a série > (= + 2) = > 2 ¢ divergente, e as séries >+ e Z — 580
: R s o
divergentes, mas a série Y. (4 + =1) = > 0 é convergente.
n=1 n=1
o0
Condigao necessaria de convergéncia. Se a série ) a, ¢ convergente, entao lim a, = 0.
n=1

Exemplo 40.4. A série Z a1 € divergente, porque lim 2= +1 =1=#0.

Observagao 40.5. O reciproco nao é verdadeiro. Por exemplo, a série harmonica diverge,
. 1 _
apesar de lim .~ = 0.
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Séries de Dirichlet. Chama-se série de Dirichlet a uma série da forma »_ n%, com a € R.

n=1
A fungdo f(z) = 2 ¢ continua e positiva em [1, +oo[. Como f'(z) = ——a+1, [ € decrescente
para o > 0.
Consideremos entao o > 0. Entao
+oo 1 p—otl t+oo 1 1 sea>1
/ —dx = [ } = lim (7 —1)=¢ a—1
n=1 T% oFl |-a+l1],, eocl-a +oo sea<l

+001
Seazl,f(a;):%e/ —dz = 400.
n=1 T

Caso o <0, limn% #0.

[ee]
Assim, a série de Dirichlet Zln% converge para « > 1 e diverge para o < 1.
n=
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Aula 41

[e.e]

(o]

Critério da comparagao. Sejam »_ a, e Y. b, duas séries de termos nao negativos. Se a,, < by,
n=1 n=1

para n > p, entao:

o0 [e.°]
1. se ) b, converge, entdo Y a, converge;

o0 o0
2. se Y. ay diverge, entdao Y. by, diverge.

n=1 n=1

Exemplo 41.1.

(&)
: Al 1 2 2 = 1 1
1. Consideremos a série Zlm. Como para todo o n € N, n* +1 > n®, entao » 5 < 77, €
n=
= 1
>~ 7z converge. Logo, a série converge.
n=1

o
. L. 1 1
2. Consideremos a série nX_: N Como para todo o n € N, \/n < n, entao 7

diverge. Logo, a série diverge.

[e.°]
. L, . 1 ~ 1
3. Consideremos a série ) —57. Para todo on € N, 2" > 1, entdo n2" > n, e .5 < -, ¢

n=1
1 1 . = 1
> 5 diverge. Logo, nada se pode concluir acerca de ) —=. Mas, para todo o n € N,
n=1 n=1
~ 1 1 o 1 — 1
n > 1, entdo n2" > 2", e —5= < 57, € ) 5 converge. Logo, ) —= converge.
o0 o0
2° Critério da comparagao. Sejam »_ a, e »_ b, duas séries de termos nao negativos. Se
n=1 n=1
by #0Vn €Nel=limz existe, entao:
n
o o0
1. se l €]0, 400, as séries > a, e > b, tém a mesma natureza;
n=1 n=1
2. sel =0,
o0 o0
(a) se . b, converge, entdo Y a, converge;
n=1 n=1

o0 o0
(b) se > ay diverge, entao »_ b, diverge;

n=1 n=1
3. se l = +o0,
[e.9] [e.9]
(a) se Y a, converge, entdo Y b, converge;
n=1 n=1

[e.9] [e.9]
(b) se > by, diverge, entao »_ a, diverge.

n=1 n=1

Exemplo 41.2.

1
(2n+1)2
1

13

i e glg converge, a série converge.

o
. L. 1 .
1. Consideremos a série » 1 TSR Como lim »
n= n n

1
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o0
2. Consideremos a série z - \/— Como lim 252 z % iverge, a série diverge.

3

Critério da razao. Seja Z an uma série de termos positivos. Se [ = lim aZ“ existe, entao:
n

n=1

o0
1. sel <1, a série Y a, ¢ convergente;
n=1

(&)
2. sel > 1, asérie Y a, ¢ divergente.
n=1

1)! P
("+ LD — Jim - = 0, a série converge.

o0
Exemplo 41.3. Consideremos a série Z . Como lim T

n:l ”'
[e.e]
Critério da raiz. Seja »_ a, uma série de termos nao negativos. Se [ = lim {/a,, existe, entdo:
n=1
(&)

1. sel < 1, a série Y a, é convergente;
n=1

[e.°]

2. sel > 1, asérie Y a, ¢ divergente.
n=1

Exemplo 41.4. Consideremos a série Z r Como lim 7 = hm = 0, a série converge.
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Aula 42

[ee)
Critério de Leibniz. Seja Y a, uma série tal que a, = (—1)"b, ou a, = (—1)"*1b,, com

n=1
o
b, > 0Vn € N. Se a sucessao b, é decrescente e limb,, = 0, entdo a série Y a,, é convergente.
n=1
— 1 1 1
Exemplo 42.1. Consideremos a série ) (—1)"-.. Como -~ é decrescente e lim ;- = 0, a série
n=1

converge.

o o
Definigao 42.2. A série ) a, diz-se absolutamente convergente se Y |a,| for convergente, e
n=1 n=1

o0 o
diz-se simplesmente convergente se > a, for convergente, mas Y |a,| ¢ divergente.

(="

n

o0
-" Lo
( n2) ¢ absolutamente convergente, ¢ a série »

o0
Exemplo 42.3. A série ) é simplesmente
n=1

n=1
convergente.
[e.9] o0
Propriedade. Se a série Y a, é absolutamente convergente, entdo > a, é convergente e
n=1 n=1

oo | ) oo
Exemplo 42.4. Consideremos a série ) %57, Como ‘5121;"‘ < 2% para todoon € Ne % é
n= n=1
S
5w+ ¢ absolutamente convergente.

n=1

convergente, a série
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Aula 44

o0 o0
Definigao 44.1. Dada a série »_ a,, chama-se resto de ordem p a série R, = > ay.
n=1 n=p+1

Teorema 44.2. Sep € N, a,, > 0Vn € N e existe k, tal que a’;% <k, <1lparan>p+1,

1 Ap+1
entao R, < ToFy -

Teorema 44.3. Sep € N, a, > 0Vn € N e emiste k, tal que /a, <k, <1 paran > p+1,
p+1
entao R, < fp

_k?p .
Teorema 44.4. Seja b, uma sucessao positiva decrescente com limite zero e seja R, o resto de

o0
ordem p da série ) (—1)"b,. Entdo |R,| < bpy1.
n=0

Exemplo 44.5.

[e.°]

1. Sabendo que )’ % = e, vamos determinar o erro cometido ao aproximar e por 141+ % +
n=0 ’

1,1

3t

Sendo a,, = 2, temos que o =
Temos assim que

%Hgﬁ<1paran2p+l. Seja entao k :ﬁ.

1

(p+1)! p+2
R, < = :
? 1_1% (p+1)(p+1)!

_ 1
Para p = 4, temos R4 < 155-

S n
2. Z(_:L) :—1—1—%—%,00111 erro R3 tal que |R3| < i.
n=1
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