Aula 46

[o¢]
Exemplo 46.1. Consideremos a série . a". Para x = % a série é convergente, e para x = 2 é
n=0
1

divergente. Mais, sabemos que esta série é convergente para x €] — 1, 1], e a sua soma é =

Definigao 46.2. Seja f, : D — R uma funcao, para cada n € N. Diz-se que a série de fungoes

> fu=fit fak o

[e.e]
1. converge num ponto x € D se a série numérica Y f,(z) = fi(x) + fa(z) + - -- for conver-
n=1
gente;

2. converge pontualmente em A C R se converge em todos os pontos de A. Neste caso, a
o0

funcao f : A — R definida por f(z) = Y fn(z) dé-se o nome de soma (pontual) da série
n=1

em A.

Exemplo 46.3.

o0
1. A série de funcoes 2" converge pontualmente em | — 1,1[ e tem soma ——.
¢ D , —
n=0
s sin(nx) sin(nz) 1
2. Consideremos a série de funcoes =5~ Como, para qualquer x € R, |5~ | < =5 e
n ’ ’ n n
n=1
= 1
> ~z € convergente, a série de fungbes converge pontualmente em R.
n=1

|8

’n

o0
3. Consideremos a série de fungées ) %. Como, para xz € R, lim = |z|, a série de fungoes

n=1

31|

[ee]
diverge para x # 0. Paraxz =0, > % = 0, e portanto a série converge apenas no ponto 0.
n=1

o1



Aula 47

Definigao 47.1. Chama-se série de poténcias (de x) a uma série de fungoes da forma

o0 o0
ao+a1x+a2$2+---:ao+g anz" :E anx™ | .
n=1 n=0

Exemplo 47.2.

[ee]
L Ya"=1+x+22+23+ - (série geométrica);

n=0
= z" z2 x - .
2. Y5 =1+a+ %5 + %5 + - (série exponencial).
n=0
[e.e]
Propriedade. Se R = lim aa—il existe, entao a sériec ) a,x™ ¢ absolutamente convergente
n

n=0
para x tais que |z| < R e é divergente para |z| > R. A R da-se o nome de raio de convergéncia.

Observagao 47.3.

1. Os casos ¢ = R e x = —R tém que ser estudados separadamente.

o0 o0
2. As séries ) anz"™ e ) anx™ tém o mesmo raio de convergéncia.
n=0 n=p

Exemplo 47.4.

[e.e]
1. Consideremos a série » z".
n=0
Entao a, =1 e R = lim H! = 1, e a série é absolutamente convergente para x €] — 1, 1]
oo [e.e]
e divergente para x €] — 0o, —1[U]1,+o00[. Para x =1, > 2™ = > 1 ¢é divergente, e para
- ~ n=0 n=0
x=-1, Y a" = > (—1)" é divergente.
n=0 n=0

o
. L . n
2. Consideremos a série » %,

n=0
~ 1 L
Entao a, = 7y e R = lim | —4—| = lim(n+1) = +o00, e a série & absolutamente convergente
: (n+1)!
para x €] — 00, +00].
OO n
3. Consideremos a série »_ Z-.
n
n=1
< 1 l 1
Entao a, = ;> e R = lim|4—| = hm% = 1, e a série é absolutamente convergente
n+1

o o0
para z €] — 1,1[ e divergente para x €] — oo, —1[U]1,+oo[. Paraz =1, 3 L = Y"1 ¢
n=1 n=1

. = z™ S =D" 4
divergente, e para v = —1, ) & = " -—— & simplesmente convergente.
n=1 n=1
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o0
4. Consideremos a série > nlz™.
n=0

1

-1 = 0, e a série & divergente para x € R\{0}.

Entao a, = n! e R = lim

n+1 ‘__hnl
Para x =0, > nlz" = ) 0 é absolutamente convergente.
n=0 n=0

5. Consideremos a série Z (x B

n=1

Fazendo y = x — 1, vem que

_l)n i yn
= .
n:ln

n=1
1
Entéao a, = % e R = lim |—%—| = lim (nH) =1, e a série é absolutamente convergente
n
e
para y €]—-1, 1[ ou seja para z €0, 2[ e divergente para x €] — oo, 0[U ]2 +oo[. Para xz =0,
n o0
Z (w D Z 2 ¢ absolutamente convergente, e para z = 2, Z Q =YL
n=1 n=1 n=1

absolutamente convergente

S S
Iim ¥/)an|

an

nao exista, R =

o0 .
2"

Exemplo 47.6. Consideremos a série GBIz
n=0

“" nao existe. Mas

Entao a,, = W e lim

1 1

N

1
= f—-nF__':___ - 1

e a série é absolutamente convergente para = €] — 4, 4[ e divergente para x €] — oo, —4[U[4, +o0].
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Aula 48

[e.e]

Propriedade. Seja f(z) = Y. an,z™ uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0.
n=0

Entao:

1. f(x) é diferenciavel em | — R, R[ e f'(x) = . nap,z" L.
n=1

2. f(z) é primitivavel em | — R, R[ e Pf(z) = %

o0
. L. . n L.
Exemplo 48.1. Consideremos novamente a série exponencial f(z) = > %+. Ja vimos que
n=0

R = +00. A derivada de f é

> nan! a2 = "
/! o _ _ _ /
n=1 n=1 n=0
S n
De facto, prova-se que T =e" parax € R.
n=0

o4
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Definigao 50.1. Diz-se que uma fungao f(z) definida num intervalo aberto I é analitica em
o0

o0
xo € I se existe uma série Y an(z — xp)" de poténcias de x — xg tal que f(x) = > an(x — )"
n=0 n=0
numa vizinhanca de xg.

Exemplo 50.2.

o
n 2 L
1. Como e” = } L7 e® ¢ analitica em 0.
n=0

2. f(z) =1 ndo ¢ analitica em 0.

o0
3. Como 1 = —1— = 3"(1—2)", 1 ¢ analitica em 1.
Propriedade. Toda a func¢ao analitica num ponto é indefinidamente diferenciavel numa vizin-
hanga desse ponto (e todas as suas derivadas sao analiticas).

Teorema 50.3. Seja f analitica em xg. Entdo existe uma unica série de poténcias de x — xg
= iy (n)
tal que f(x) = > an(x — xo)"™ numa vizinhanga de xg. Para cadan € N, a,, = fT('wo)
n=0
Definigao 50.4. Seja f(x) uma fungao definida num intervalo aberto I e indefinidamente difer-

4 - < osn o f
enciavel em xo € I. Chama-se série de Taylor de f em x a série »_ fT('wo)
n=

(x — x0)™.
Observagao 50.5. Se f ¢é analitica, a série de Taylor representa f. Caso f nao seja analitica,
a série pode nao convergir, ou convergir mas nao representar f.

Defini¢ao 50.6. Seja f(x) uma fungdo definida num intervalo aberto I e indefinidamente
diferenciavel em zy € I. Chama-se polindomio de Taylor de grau n de f em xg a p,(z) =

Flxo) + F/(wo)(m — o) + -+ + L20) (z — gy,

n!

Propriedade. Seja f(z) uma fungao definida num intervalo aberto I e indefinidamente difer-
enciavel em g € I e p,(x) o polinémio de Taylor de grau n de f em xy. Entao f é analitica em
xg se e s6 se f(x) — pp(r) — 0 pontualmente numa vizinhanca de z.

n

Formula de Taylor com resto de Lagrange. Sejam n € N, f(z) uma fungao definida num
intervalo aberto I com derivadas continuas em I até & ordem n+1 e x¢ € I.Entao para qualquer
x € I existe c estritamente entre x e xg tal que f(z) = pp(x) + Ry (x), onde p,(x) é o polindmio

_ (e

de Taylor de grau n de f em zy e Ry, (z) = W(m — o)™ é o resto de Lagrange.

Exemplo 50.7. Aplicando a férmula de Taylor de grau 3 a funcao e* no ponto 0, obtemos que
2 3 c

e"=1+tr+5+5+ %:174, para algum c entre 0 e . Como numa vizinhanga de 0, e® < 2, vem

que e’ ~14+0.1+ 0'2—1!2 + 03—1!3, com erro R3(0.1) inferior a 2X£!'14.
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Aula 52

Exemplo 52.1.

o0
1. e® = > 20 para x € R;
nl? ’

n=0

o
2. ﬁ = Y a", para x €] — 1,1];
n=0

s n Tl
3. In(1+z) = (—1)"%57, para x €] — 1, 1];
n=0
) s n p2ntl
4. sinx = ZO(—l) TngT) Para T € R;
n—=
> 2n
5. cosz = ZO(_l)"%, para = € R;
n—=

Definigao 52.2. Seja g uma fungao definida e ndo nula em |Ja —e,a+¢[\{a}, para algum £ > 0.

Diz-se que a fungao w(x) é um “o”~pequeno com g(x) quando = — a, e escreve-se w = 0(g)
quando x — a, se

1. w esta definida numa vizinhanga de a;

Observagao 52.3. Note-se que, na formula de Taylor de graun de f em xg, R, (x) = o((z—x¢)™)
quando x — xg.

T _ 1 1 _1
Exemplo 52.4. Temos que ¢ = 1+z+o(z) quando  — 0, e logo lim e _ i 2P o(x)

x—0 x x—0 x
_1
i PHO@ =Ly @) gy
x—0 e x—0 X

o6



