Aula 7
Definigao 7.1. Diz-se que f é diferenciével em a € D se existe e é finito o limite

o S@ = @) flath) — fla)

r—a Tr—a - h—0 h

A este limite da-se o nome de derivada de f no ponto a, e representa-se por f(a).

Exemplo 7.2. A fungdo f(z) = 2? — 1 é diferenciével no ponto 1, e a sua derivada é dada por

Interpretacao geométrica. f/(a) representa o declive da recta tangente ao grafico de f no
ponto a.

Definigao 7.3. Diz-se que f é diferenciavel & esquerda em a se existe e é finito o limite

o f@ = 1@ L fath) — fa)

Y
r—a~ r—a h—0— h - fE(a)‘

Diz-se que f é diferenciavel & direita em a se existe e é finito o limite

Cf@=f@) . flath) = f@)
e A, h = fala)-

Propriedade. f ¢ diferenciavel em a se e s6 se f é diferencidvel a esquerda e & direita em a e

fea) = fa(a).

Exemplo 7.4. A fungdo f(xz) = |z| nao é diferenciavel em 0, uma vez que f.(0) = —1 e
f5(0) = 1.
Regras de derivagao. Sejam u e v fungoes diferenciéveis, k uma constante e n € N. Entao
I o / /
Lo(k-u)f =k-uf 10. (Inu)" = %; 18. (arctanu) = ﬁ;
9 +0) = + 0
(uto)f =u'tv , ! 19. (sinhw) = v’ cosh u;
11. (logg u)" =

) = - e w-Ink
3. (uw-v) =ul-vtu-d 20. (coshu)’ = v sinhu;
12. (sinu) = - cosu;

/ /
uw\’ U -v—uU-v /
1 (MY o vy u

! __ .
v U2 13. (COS u)/ — _ul . sinu; 21. (tanh ’LL) = m,
5. (u) =n-u -y o o
14. (tanu) = —5—; 22. (cothu) = ——=—;
o cos?u sinh” u
6. (Vu) = ——;
YU 15. (cotu) = ——% 23, (argsinh ) = —
. (cotu) = —— ; . (argsinhu) = ——;
7. (eu)/ = - eu; 81n2u vV1+ u2
u/ !
I . 16. (arcsinu) = ——; o v
8. (ku) =u' -Ink k,‘u, ( ) m 24. (argcoshu) u2 = 1,
9. (W) =v-ut - o o o

17. (arccosu) = —
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Exemplo 7.5.

10.

11.

12.

13.

14.

Funcao composta. Sejam f : D — Re g : E — R fungoes tais que g(D) C E. Se g é

(=2
(222 4+ 3) = 4a
(

x) = -2

(27—=2)-(2+323)) = 302°+82"—182% -2

2x + 3
2 —-b5x+5

)':_

(5x4—-20)5)'=:5.(5x4-

8
8r-In12

- cose”

(logyy 8z)" =
(sine”)’ = e”

1
(coslnz) = ——-sinlnz
T

1024

tan 22°) = ————
( ) cos? 25

222 + 6z — 25
(22 — 5z + 5)?

20)" - 202

_ 1)—3m—1_2x_

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

(cot2z) = —ﬁ
(arcsine®)’ = \/%
(arccos z3) = —\/%
(arctan 322) = ] —fa;)x 1

(sinhe”) = e® cosh e”
(coshsinz)’ = cos x - sinhsin x

—2x

fanh(1 — #2) = — ¥
(tanh(1 - 2%) cosh?(1 — z2)

1
Xz
sinh?In z
5
V1 4+ 2522

22

(cothlnz) =

(argsinh 5z) =

2ze
Ve® —1

3x2 —1

(arg cosh ™"’

(argtanh(2® — 2)) =

diferenciavel em a e f ¢ diferenciavel em g(a), entdao f o g ¢é diferenciavel em a e

Exemplo 7.6. Seja g(z) =

Fungao inversa. Seja f uma fungao diferenciavel tal que f’(a) # 0. Entao a fungao inversa

f—l

é diferenciavel em b = f(a) e

Exemplo 7.7.

1. y = arcsinz(< x = siny), podemos aplicar a regra de derivagdo da fungao inversa para

(fog)(a)

obter a derivada de arcsin x:

(arcsinz) =

1

= f'(9(a)) - g'(a).

F(e**71), com f diferenciavel. Entdo ¢/ (z) = 2ze® L f/(e** 1),

1

cosy

17

cos(arcsin x)

1— (23 —12)2



Pela formula fundamental da trigonometria,

cosy = \/1 — sin2(y) = \/1 — sinz(arcsinx) =1 — 22
1
V1—22

2. Sendo y = arctan z(< = = tany), podemos aplicar a regra de derivagdo da funcdo inversa
para obter a derivada de arctan x:

Logo (arcsinz) =

1
(arctan z) = — = cos? (arctan ).

cos?y
Pela féormula fundamental da trigonometria,

1 1

2
= = — .
cos™(y) 1+ tan?(arctanz) 1+ a2

tan2y+1:

cos?y

1
1422

Logo (arctan z)’ =

Definigao 7.8. Seja f uma fungdo. A recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) é dada
pela equagao
y — f(a) = f'(a)(z — a).
A recta ortogonal ao grafico de f no ponto (a, f(a)) é dada pela equagao
1
f'(a)
Exemplo 7.9. Seja f(z) = 2® — 322 — z + 5. Entao f'(z) = 322 — 6z — 1. A equacio da recta

tangente ao gréafico de f no ponto x =3 é

y—fB3)=fB)z—-3) =y-2=8@x-3),

y— fla)=

(x —a).

e a equagao da recta ortogonal ao grafico de f no mesmo ponto é

1

y—f(3) = _f/(?’)

(m—3):>y—2:—%(a:—3).
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Aula 9

Recordar. Seja f uma fungdo. Diz-se que f tem:

1. um maximo local em a € D se existe uma vizinhanga de a, V, tal que f(z) < f(a) para
todoox € VN D;

2. um minimo local em a se existe uma vizinhanga de a, V, tal que f(z) > f(a) para todo o

zeVnD.

Propriedade. Seja f uma funcao diferenciavel em a € int(D). Se f tem um extremo local em
a, entao f'(a) = 0.

Exemplo 9.1.
1. Seja f(x) = arctan(z® + 1). Entdo f'(z) = 3—x2 e fl(x) = 0= 2 =0. No
' ' 1+ (23 +1)2 '
entanto, f nao tem um extremo local em 0, pois f’ é positiva para valores diferentes de 0.

Y

_J '

2 _ _
2. Seja f(x) = arctan(z® — 3z). Entdo f'(z) = ] —|—3fw3 +31)2 = 3§w++(;;(i 1)21) e fl(z) =

0=z =—1Vz=1. Estudemos o sinal de f:

—oo | —1 1| +o0
x+1 — O |+ |+ +
x—1 - | = |—=10] +
1+ 4+ + [+ [+]|+] +
f'(x) + | 0| =0 +
f(z) S AMIN|m| /S
Concluimos assim que f tem um maximo para x = —1 e um minimo para x = 1.
Y

_J '
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Definigao 9.2. Seja f uma fungao. Diz-se que f:

<

T +y fl@)+ f(y)
2 2

1. concavidade virada para cima num intervalo [a, b] se f para quais-

quer z,y € [a,b] (isto é, se o ponto médio do segmento de recta definido por f(z) e f(y)
esta acima ou sobre o grafico de f.

rty\ o f@)+ /W)

2 - 2
quaisquer z,y € [a,b] (isto ¢, se o ponto médio do segmento de recta definido por f(x) e
f(y) esta abaixo ou sobre o grafico de f.

2. concavidade virada para baixo num intervalo [a,b] se f para

Observagao 9.3. Se f é diferencidvel no ponto a € int(D), diz-se que f tem a concavidade
virada para cima em a se o grafico de f esta acima do grafico da recta tangente y — f(a) =
f'(a)(z—a); diz-se que f tem a concavidade virada para baixo em a se o gréfico de f esta abaixo
do grafico da recta tangente y — f(a) = f'(a)(z — a).

Propriedade. Sejam f uma fungdo com primeira e segunda derivadas continuas, e a € int(D).
Entao:

1. Se f"(a) > 0, o grafico de f tem a concavidade virada para cima no ponto a;
2. Se f"(a) <0, o grafico de f tem a concavidade virada para baixo no ponto a;

3. Se f tem um ponto de inflexdo em a, entao f”(a) = 0.

1 1
Exemplo 9.4. Seja f(z) = %x5 — Ew‘l. Entdao f"(z) = 2% — 2?2 = 2%(x — 1), e f"(2) =0 &
=0V z = 1. Estudemos o sinal de f”:

—o00 | 0 1 | +o0
e |+ |0+ + | +
r—1] — |—=]—=1 0 +
)| — [0|—=1] 0 +
f(z) | N NnN|PI.| U

Concluimos assim que f tem um ponto de inflexdo em =z = 1.
Y

Va :
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Aula 11

Teorema 11.1 (Rolle). Seja f uma fungao continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b[. Se
f(a) = f(b), entao existe ¢ €a,b| tal que f'(c) = 0.

Exemplo 11.2. Seja f(z) = Va2 — 1.
Vejamos se se pode aplicar o Teorema de Rolle a f no intervalo [—2,2]: como f é continua
em R, também é continua em [—2,2]; temos que

2x
(@) =
3/ (22 —1)2
nao esta definida para = £1, e logo f nao é diferenciavel em | — 2,2[. Portanto nao se pode

aplicar o Teorema de Rolle.
Se considerarmos o intervalo [—1, 1], temos: f é continua em [—1, 1] e diferenciavel em |—1, 1[.
Como f(—1) = f(1) =0, pelo Teorema de Rolle existe ¢ €] — 1,1[ tal que f'(¢) = 0.

Teorema 11.3 (Lagrange). Seja f wma fungao continua em [a,b] e diferencidvel em ]a,b].
f(0) — f(a)
b—a

Entao existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) =

Exemplo 11.4. Seja f(z) = 22 — 1, e consideremos o intervalo [0,2]. Como f é um polinémio,
é continua em [0, 2] e diferenciavel em ]0,2[. Entao, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ €]0, 2[

tal que f'(c) = 32%(_01) =2.
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