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Exercicios
1. Complementos de funcoes reais de variavel real.

1. Indique quais das seguintes expressoes sao proposicoes, e qual o seu valor logico.

; (e) {17273};
> 10; (f) 4 ¢ {1,2,3}.

(a) 14+2; (c)
(b) 1+2=3; ()

T

T

2. Traduza em linguagem corrente e indique o valor légico das seguintes proposicoes:
(a) VeeRIyeR:xz-y=ux; (c) dJyeR:VeeRz-y=u.

(b) JzeR: Vye R -y =ux;

3. Resolva as seguintes equagoes:

T+ 2
3—x

(c) e* —e ™™ =0.

_ 0. 1 )
(a) In =0 (b) §l’(:L’ —6) =0;

4. Calcule para que valores reais de x sdo validas as desigualdades:

(&) (@+2)@*+1) _ (d) 22 -3z +2 < 0; (&) |L—a| —z >0
1+ ’
21 (e) [z =1 <[z +1]; (h) a? — >

(b) R ) 1+ ’
- r +

(c) e*' % > e?; (f)‘ T ‘<6; (i) 323 —22% + 3z > 2.

5. Determine em R um majorante, um minorante, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo,
caso existam, dos seguintes conjuntos:

(a) {1,sin1,sin2}; (c) {m + l cm,n € N};
n

(b) {%:nEN}; (d) {%—l—%im,nGN}.

6. Determine em R o interior, a fronteira e o conjunto dos pontos de acumulagao dos seguintes
conjuntos:

(a) A =[0,1]u]2,3] U{6,10}; () E={zeR: [z —1] = |z[};
(b) B={z cR:2?<9}; B z—1 r |
(c) C={zeR:0<|z—3| <5} <f)F_{x€R'w+3>w+2}’
(d) D={r €R:23 > z}; (g) G = (R\]—1,400[) NQ.



7. Considere as fungoes

X

f($):2x+§ g(x) =3 —x h(z) = /1 —3x
r(z) =In :172:17—4_2 s(x) =24 cosx t(x) = sin’x

Determine os seus dominios e contradominios.

(a
(b
(c
(d

(e) Justifique que existe, e caracterize, h =t

Indique, justificando, quais s@o injectivas e/ou sobrejectivas.

Indique, justificando, quais sdo pares, impares ou periédicas.

D D

Caracterize g o f.

8. Calcule:

1
(a) sin (arcsin \/§> : (c) tan <arcsin —§> (e) sin <arccos —%);
2

in 2 cos arccos—ﬁ ) (f) tan(arccos1).
(b) cos (arcsm 5)’ (d) ( - )7

9. Prove que:

cosh? z — sinh?z = 1;
1 — tanh? z = sech %z;

sinh(z + y) = sinhx - coshy 4 cosh z - sinh y;

sinh(2z) = 2 - sinh x - cosh x;
cosh(2x) = cosh? z + sinh? z;
)= 2tanh z

)
)
)
d) cosh(x + y) = coshx - coshy + sinh z - sinh y;
)
)
) =TTtz

tanh(2

8

10. Mostre que:
(a) Se f é uma fungao impar e 0 € D, entao f(0) = 0;
(b) O produto (quociente) de duas fungdes impares (pares) é uma fungao par;
(
(d

(e) Se f é uma fungao par, a composta g o f é uma funcao par, para qualquer fungao g.

)
)
c¢) O produto (quociente) de uma fungao impar por uma fungdo par é uma fungao impar;
) A composigao de duas fungdes impares é uma fungao impar;

)

11. Mostre, utilizando a defini¢do, que lim — = 0.
r——+00 I

12. Estude quanto & continuidade as seguintes fungoes:

(a) f(@) = la] - 7l @) f@) = ——:

b z) = |23;

(0) f(a) = o o st 2 w0
(¢) f(x) = xInsin?z; 0 sex =10



13.

14.

15.

Determine todos os valores de k para os quais a fungao

x2 sex <1
f(m)—{ 2c+k sex>1

¢é continua em R.

Verifique se as seguintes fungoes sdo prolongaveis por continuidade & origem, e, caso sejam,
determine o seu prolongamento:

(a) f(z) = ——+; ) fle) = St

1—ex _$4+3$-

Mostre que se f é uma fungao continua em [a,b] tal que a < f(x) < bVz € [a,b], entdo
existe = € [a, b] tal que f(x) = x.



12.

14.

13.

(b) Vi (d) F; (f) V
(a), (b), (c) V
(a)z=1% (b)z=0Va=6;(c)z=0.
(a) z €] — 2,—-1]; (b) z €]1,2[U]3, +o0[; (c) = €] — 00, —1] U [2,+00];
(d) = €]1,2[; (e) = €]0,+o0[; (f) xz €] — —% U]%,—i—oo[; (g) = €] — o0, %]
(h) €] — o0, —1[U] — 1,0[; (i) = €], +o0]
major. | minor. | sup | inf | max | min

(a) 2 0 1 |sinl| 1 |sinl

(b) | 2 0 110 | 1| A

(c) A 0 Al 1 A A

@ | 2 0 2| o0 | 2| A
(a) int(A4) =]0, 1[U]2, 3], fr(A) = {0,1,2,3,6,10}, A’ =[0,1] U [2, 3];
(b) int(B) =] — 3,3|, fr(B) = {-3,3}, B’ =[-3,3];
(¢) int(C) =] — 2, 3[U]3, 8, fr(C) = {-2,3,8}, C' =[-2,8];
(d) int(D) =] — 1,0[U]1, +o0[, fr(D) = {-1,0,1}, D' = [-1,0] U [1,+00];
(e) int(E) :] — 00, %[7 fI‘(E) = {%}7 E :] — 00, %]7
(f) int(F) =] — o0, =3[U] — 2, 1], fr(F) = {-3,-2,—1}, F/ =] — 00, -3] U [-2,—1];
(g) int(G) =0, fr(G) =] — 00, 1], G' =] — 0, —1].
(a) Dy = R\{-3}, CD; = R\{3}, Dy =] — 00,3], CDy = Ry, D = R, CD; = R,
D, =R\{0}, CD, =R, Dy =R, CD, = [1,3], D; = R, CD; = [0, 1];
(b) Injectivas: f,g,h, sobrejectivas: h,r;
(c) Pares: 1, s,t, periodicas: s,t;
(d) goflz) = 52211557 Do =] — 00, =3]U] — %v +o0f;
(e) h™Hz) = 3(1 —2®), Dj-» =R.

h
(a) 5 () 35 (¢) =425 (d) —%2; (e) 22, (1) 0.

(a) continua em R; (b) continua em R; (¢) continua em R\{k7w : k € Z}; (d) continua em

R\{0}; (e) continua em R.
k=—1.

(a) ndo é prolongével; (b) é prolongéavel, com f(0) = 0.
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2. Complementos de calculo diferencial em R.

1. Calcule a funcéo derivada da funcao f : R — R definida por

T sex < 2
f(x)_{w+2 sex>2

2. Calcule a e b de modo a que f : R — R definida por

f(x):{x2 sexr <2

ar+b sex>2
seja diferenciavel em R e determine para esses valores de a e b a fungao derivada.
3. Seja f : R — R definida por f(x) = 423 + 322 — 62 — 6.

(a) Determine os pontos onde a tangente ao grafico de f é horizontal.
(b) Determine os pontos onde a tangente ao grafico de f tem declive —6.

(¢) Mostre que a recta y = 12x — 17 é tangente ao grafico de f e determine o ponto de
tangeéncia.

4. Determine o dominio e as func¢oes derivadas das funcoes:

(a) f(z) =In(In(lnx));
(b) f(z) =" d) f(z)=a"".

5. Determine a derivada das seguintes fungoes:

(a) f(z) = sin3 5z cos? %; (i) f(z) = 300t 5.

8 . (x —2)5
(b) f(z)= T () f@)= lnm;
© f@) = 5{/ 0) 1) =" =
(d) f(z)=In(vVI+e - 1); (1) f(x) = sinh3 2z;
(e) f(z) = sin®a’; (m) f(z) = Insinh2z;
(f) f(x) = = arcsin? x arccos x; (n) f(z) = e” cosha;
(8) f(z) = Inarcsin 5fs;in . (o) f(z) = argtanhtanx;
(h) f(x) = arctan T zcosl’ (p) f(xz) = argcoshlnz.



10.

11.

12.

. Seja f : R — R uma funcao diferenciavel com derivada f’. Determine a derivada de:

(a) f(==); (b) f(e); (c) fn(@*+1)); () F(f(2)).

Mostre que as seguintes fungoes tém um extremo local nos pontos indicados, ndao sendo
todavia diferenciaveis nesses pontos:

(a) f(z) =

em x = 0;

{3:1: sex >0 (b) f(z) = 3/(x—3)? em = = 3;
—r ser <0 (c) fx)=R/2?(xr—3)2emax=0cz=3.

Seja f : R — R definida por f(z) = 223 + 4z — 1.

(a) Utilize o Teorema de Bolzano para mostrar que f tem pelo menos um zero em R.

(b) Utilize o Teorema de Rolle para mostrar que f nao pode ter mais do que um zero em
R.

Utilize o Teorema de Rolle para provar que:

102

(a) O polinéomio ' 4 ax + b, com a,b € R, tem no maximo duas raizes reais;

101

(b) O polinémio z*°* + ax + b, com a,b € R, tem no maximo trés raizes reais.

Utilize o Teorema de Lagrange para provar as seguintes desigualdades:

T T
i < < ;
(a) tanz >z vV 6]0, 5 [, (d) T2 = arctanz < x Vx € [0,4o00[;
1
(b) ln(:z:+1)—ln:n<EVx€]0,—|—oo[; (e) 8+%<«/66<8—|—%.

(c) |sinz| < |z| Vz € R;

Calcule, caso existam, os limites:

rcosx —sinx tan x . _3
lim /=~ * "+, ¢) lim ——- e) lim x4tz
(2) 250 x3 ’ (c) 2—Z tan bz’ (©) z—0
. coshx —1 . 1 . 1
O (d) Km = (]) Jim 27,

Estude as seguintes funcoes:

(a) f(x) =a(a® —4); (@) F@) = 7= () f(@) = sin”a;
(b) flz) = $g$—6)+9$+5; ) (g) f(z) =z —sinx;
(c) f(x):xa;_l; (e) f(x):;—:égl; (h) f(z) =x + cosz.



Solucoes.

1.

4c.

ro={3 2153

a:4,b:—4ef’(x):{ iaz zgi;; )
(a)z=-lez=%1(b)z=0ex=—3;(c)z=1.

(8) D =Je, +oc], f/(@) = syt () D = BY, f/a) = a*(ina + 1)

(c) D=RT, f/(z) =2 (2zlnz + 2); (d) D =RT, f'(z) =2 (z°(Inz + 1) Inz + 2 1).
(a) f/(x) = 15sin? ba cos 5 cos? £ — Z sin® 5z cos £ sina3; (b) f/(z) = ﬁ;

(c) f/(x) = W’ (d) f'(@) = 3 ey (@) f/(2) = 32%sin 227

f/

/ __ 1 arcsinz(2arccos z—arcsinz) | / o 5 . / _ in1 .
(f) f(x) = 3 Vil 1 (8) ['(0) = mmaens W [10) = e
2

: ! _ 3°°°%1n3. : / . 2x+11 . / __ arcsinz T T arcsin .
(i) f'(z) = Zsin? L () f'(z) = g ey B (k) f'(z) = V112 + it (1_902)% ;

(1) f'(x) = 6sinh? 2z cosh 2z; (m) f'(x) = 2coth 2z; (n) f'(x) = e®(cosh z + sinh z);

(0) /(@) = gzt () (o) = —h—.
() 1" (~2): (b) & f(e"): (¢) 7227 f/(In(a? + 1)): (&) f(F(x))f(x).

(a) —%; (b) 1; (c) 5 (d) 1; (e) €% () L.
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3. Primitivacao.

1. Determine uma primitiva de cada uma das fungoes seguintes:

z £) 2+ 1+ cos®x arctan®

(a) v2x + \/;; égi xe_; (m T costs’ (r) T

(b) 2262 HT (h) e7sine; () tana; () —— .
\/5 7 (1) 3sinx (O) 1 m

(© Bsima+2rt ) (Ureoma? i ) =
(d) (1+ Vo) () av1+a? ®) g 2

2 k) e?5n% cos x; (W) ————.

(e) —— o 1 vVinz Nz

1+ a3 0 (@) ——;

2. Utilize o método da primitivacao por partes, ou outro, para obter as primitivas das fungoes

seguintes:

(a) xcosw; (e) e¥sinx; i) zlnax; (m) sect x;

(b) xsinzx; (f) z2e”; (j) zarctan z; (n) secdx;
2 g 3o—z? .

(¢) x*sinz; (g) z?e ™, (k) arctan x; (0) logy -

(d) ze®; (h) In(2x + 3); (1) arcsinz;

3. Utilize o método da substituigao, ou outro, para obter primitivas das fungoes seguintes:

(a) zv1+ x; sinz h L 2+ 1
(b) r (¢) (3 + cosz)?’ () e — 1’ (k) z
V2 =3z’
: 1
2? () (1+a2)72; () ——: !
[ ) ) 1 -
(C) m? X 1+1’2 () :L'Z\/m’
sin \/z VT . x
(a) ; @ 2= () ———: ) wsing?.
Nz VT V1 — a2
4. Calcule primitivas das seguintes fungoes racionais:
5 z 2¢ — 3
x . c) ———; .
(a) .%2 17 ( ) 1121_1_21'_‘_3 (e) (xg + 1)27
z 5 — 3
b ; d ;
(b) (x +1)(z +2)2 (d) -1 (£) (zZ +5)2



5. Primitive as seguintes fungoes:

5
(a) sin” z; ()~ (@ >0)
(b) cos* z; e —a
(c) sin?z cos? z; ) 3r -7
(d) cos* xsin? x; z? +9’
(e) cos2z -sindx; () N
() — Va3 + 1’
202 —x+1’ ]
r+3 ) (1) .
() P s 2+ cosx’
1
h a>0); .
() a2—a:2( ) (m) cosz + 2sinzx + 3’

6. Determine uma fungao f que verifique:

(a) f'(z) =322+ % com f(1) =2;

(b) f"(x) = 32% + % com f'(e) =1e f(1)=2.




Solucoes.

1.

(a) V223; (b) V25 — 4\/_+2,(c) —3cosx + 2 ()$+4\/ﬁ+g—2;(e)lln|1+x3|;
(1) 2555 (g) —3em; (b) —cose®s (1) doms () 21 +22)%; (1) 229, (1) — In(1+¢7%);
(m) L tanaz + 225 (n) —In|cosz[; (o) 1v/3arctanv/3z; (p) 3 arctan 2e%; (q) %(lnx)i;

(r) 1arctan®z; (s) §arcsin 2z; (t) ﬁarcsm V2z?%; (u) arcsin £

(a) zsinz + cosz; (b) sinz — xcos x; (c) —x?cosx + 2cosz + 2z sinx; (d) we® — e7;

(e) —3e” cos z+3e” sin z; (f) 2%e® —2ze"+2e7; (g) —%e‘x2(x2+1)' (h) (z+3)In(2243)—

(i) %2 - T5 (j) 3arctanz(z? + 1) — a3 (k) zarctanz — § In(1 + 2?);

(1) zarcsinz + v/1 — 22; (m) Sinxg:gzgcf 2). (n) 3282 4 LIn|secz + tan z;

(o) lnlo(xlnaj —x).

() 2/ F T2/ H T (b) — 42— 30+ 2 = 30)F; () —3VT =78 (d) —2cos v

(©) greoszs (F) 725 (8) 92" () 2arctan Ve —T; (i) —MW () —vV1—a?

(k) V1422 —1In o - V‘Zmz; (m) —3 cosa?.
4 2
(a) &+ % + 3In|z? — 1[; (b) In | &3] — 25,
(c) 1In(2? + 22 +3) — \/_arctan (%(:E—I—l)) (d) +1n ;—H‘ — 1 arctan x;
(e) mgﬁl — 3 arctanz — %mzﬁ_l; (f) 2—10_36636;50 3\6_ arctan(‘éga;).
(a) —cosz + 2 cos®z — £ cos® z; (b) %cos?’a:sina:—kgcosxsinx—kgaz;
(c) 78111 32 costx — %smazcos T+ 5 Coszmsmx—i- = sin z;
(d) 6sm:z:cos T+ 57 LcosPxsina 4+ & ig cosxsin + mx (e) —ﬁ cos bz — icos2x;
(f) 2T arctan (‘/_(43: 1); (g) —gln|:17—|—1|—|—§ln|3:—2|' (h) arcsin £; (i) In(z+v2? — a?);
(j) 2In(2? +9) — Larctan £; (k) 3V23 — 3 In(V2? + 1); (1) 2farctan(ftan ),
m) arctan (tan 5+1); x—i——ln r—1|— ln z+1 ——arctana; o) zln|z|—1 In(142?);
2
(0) 2E — 35 + 67 — Sl + Y (@) by [@F T (5) In[an 5]
3 2

(a) f(2) = 2® +Infa| + 1 (b) f(2) = +olnfe] —x ez + e 4+ 4.
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4. Calculo integral em R.

1. Calcule os integrais e interprete graficamente o resultado:

2 1 1 3m
(a) /1 ;dx; (b) /1 Inz dw; (c) /1 Ve dr; (d) /2 sin z dz.
2 - 0
2. Calcule os seguintes integrais:
2 Ly L
(a) / (22 — 2z + 3) dz; (h) / s dy; (0) /0 e’ sinx dux;
1 -1
8 o 1 1 ) /4 1 d
b 2z + dz; i —dx; p 1L 4
2
14y R /29 (z—2)5
c dy; ' S S (a) ————d=z;
()/1 el (J)/g, 22 _3rt2 0 3 (z—2)5+3
6 1 3 In2
(d) / VvV —2dx; (k) / 3':_ : dz; (r) Vver —1dux;
2 4 0
-3 1 x UVl =22
(e) /0 NoiEr da; (1) /0 x cos x dx; (s) i ) dz;
-3 1 e 2 m
f dx; : .
(f) /_2 7 (m) /1 Inzdz; (t) /1 - da;
(g) /O m dx, (H) /0 xr e dx, (u) ) W dx.

3. Calcule, em funcdo de x, os integrais:
T z+1
(a) / tdt; (b) / (3sint + 2t°) dt.
0 T
4. Indique a relagao que existe entre os integrais

a 0
I:/ flz)de e J= f(z)dx
0 —a
1NOS Casos em que:

(a) f ¢ par; (b) f é impar.

T 1 L
5. Mostre que /1 e dt = /L e dt para qualquer x > 0.



1 1
6. Mostre que / 21 —2z)"dx = / 2" (1 — x)™ dx para quaisquer m,n € N.
0 0

T et e 1
7. Mostre que / —dt = / —— ds para qualquer > 0.
1t e Ins

8. Seja f : R — R continua e peridédica de periodo T'. Mostre que

¢ uma fungao constante em R.

9. Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das funcoes:

(a) F(z) = /1 “intd (c) H(z) = /0 " et dt;

(b) G(z) = / ' V1+thdt; () I(z) = /2 L

Int

10. Seja h : R — R continua e nao nula para qualquer x € R e f : R — R definida por

Mostre que f tem um extremo local no ponto x = 0. Deduza uma condigao para h de
modo a que f tenha um minimo local no ponto x = 0.

11. Calcule os integrais improprios:

+00 1
(a) / ze ™ dx; (e) / zln? z da;
0 0

(b) /+°° arctanxd:m
0

1+ a2 S |
0 ) | ———dux;
© /—oo x21+1d$; /0 ot
2 33'5 +oo 1
(d) /0 W (&) /_oo RN

12. Diga se convergem ou divergem os seguintes integrais impréprios:

@ [T, © [

r —tanx
b +o00 e~ T q +o00 1
x; f ———duz;
Dl A O A=
o0 parctan 00 ¢in2 1
© ) e @ [ e

+oo 332
d dx;
()/1 Bralta+l

2

1 X
13. Calcule lim0 — / et2 sin ¢ dt.
x—0 T T




14. Determine todas as fungoes diferenciaveis f : R — R, com derivada continua e nao nula,

tais que
fﬁ@»=6+/‘ﬁua»w
0

(Sugestao: utilize a regra de Leibnitz.)

1
15. Calcule/ _ dz onde f : [0,1] — R, é continua, positiva e tal que f(z)f(1—x) =1
o 1+ f(z)

para qualquer z € R. (Sugestao: faca a substituigdo x =1 —t.)
16. Calcule a area dos seguintes subconjuntos de R?:

(a) {(z,y) eR?:y <5,y > —bx+5,y>Inz}
(b) {(z,y) €R* 12 <y < —a® + 2}

© {@er: VTP <y <ok

@ {(x’y) €ER*:y?<2-a%y? > —ww < ‘g’ + 2}

17. Calcule a area das figuras limitadas por:

(a) y =4z — 22 e pelo eixo dos z;
(b In z, pelo eixo dos zx e pela recta = = e;
(

) y=
) y=
(¢) y=xz(x — 1)(x — 2) e pelo eixo dos zz;
) y°
) y=

d =z epelasrectasy=1ex =8§;
(e 72 e pela recta y = 3 — 2x;
22
f) y=2%y= 5 e pela recta y = 2x;
1 xz.
(g) y:meporyZE,

(h) y=¢€", y=e"" e pelarecta x = 1.
18. Calcule o volume dos sélidos obtidos pela rotagao das figuras limitadas por:

(a) y =12 — 2% e por y =0, em torno do eixo dos xz;
(b) y =sin?z, por £ = 0 e por = 7, em torno do eixo dos zz;

¢) y2 =23 pory=0e por z =1, em torno do eixo dos zx;

)
)
(c)
(d)
c)
)
)
)

y?> =3, por y = 0 e por x = 1, em torno do eixo dos yy;
(e) y=¢€", por z =0 e por y =0, em torno do eixo dos zzx;
(f) y=¢€", porz =0 e por y =0, em torno do eixo dos yy;
(g) y?> =4z e por x = 1, em torno do eixo dos yy;
(h) y = 22 e por y = v/, em torno do eixo dos zz.



Solucoes.

1.

2.

4c.

12.

13.
14.

15.
14.
15.
16.

17.

18.

(2) In2; (b) —+=22; (c) 0 (d) 1.

() 33 (b) 1% (c) T (d) s (e) =35 () 3InF; (¢) Ings (h) 35+ 55 — 32In3;

(i) arctan 3—arctan 2; (j) In 3; (k) &; (1) 3 —1; (m) 1; (n) & ;3 (0) 3(e™+1); (p) 4—21n 3;
(@8—5z ()25 () 1-F () V3-Fi (04—

(a) %2; (b) 2((z + 1) — 28) — 3(cos(z + 1) — cos ).

() I=J;(b) I =—-J

(a) D =]0, 400, decrescente em |0, 1], crescente em |1, +00[, minimo local em z = 1;

(b) D =R, decrescente em R; (¢c) D = R, decrescente em | — 00, 0], crescente em |0, 400/,

minimo local em x = 1; (d) D =]0, +o0], crescente em ]0, +o00].
h(z) >0Vz e R.
(a) 33 (b) &5 (0) 55 (d) 325 (e) 15 () 4 (g) §-

(

(a) divergente; (b) convergente;
gente; (g) convergente.

c) divergente; (d) divergente; (e) divergente; (f) conver-

_1
5-
fo)=a+3
1
5-
(a) € — 2: (b) 9 (c) darcsing — 2; (d) 2 + 7
(a) 3_32? (b) 17 (C) %7 (d)4+4? ( ) 10+;2J,?(f) 4, (g) %_%7 (h)e"{'%_Z



INSTITUTO SUPERIOR DE ENGENHARIA DE LISBOA

Departamento de Engenharia Mecanica/Secgao de Matematica
Analise Matematica 1
2° Semestre 2006,/2007

Exercicios
5. Séries numéricas.

1. Calcule, caso existam, os limites das seguintes sucessoes:

(f)

2m+! 43" © < n >i (1) /n++/n—/n;
on 4 3n+l’ 1+n 5
" (m) (VAT T-y)y/n + 5

o (h) <2+%)n;

V3 L (n) 3n+4\1 :
o1 (i nt 3n — 2
var +b° com 0 < a < i—noﬂ (0) 14 (=" I (_1)nn;
cos(nm) sin(nm); 1\ " (p) cos(nm) + (=1)"
T, nmw
o™ (k) <ln<1+—>> : nm
cos — sin —; o (q) cos 1

2. Determine para que valores de x convergem as séries e calcule a sua soma:

(b)

>(4)" © i:jox © én

n=0
9] " 9] T .
2 (1=l @ X

3. O heréi grego Aquiles vai fazer uma corrida com uma tartaruga. Aquiles d4 um avanco de
h > 0 metros a tartaruga. Admitindo que partiram os dois no mesmo instante e que tém
velocidades V', v metros por segundo, respectivamente, com V > v > 0, calcule o espaco
percorrido pela tartaruga desde a sua partida até ser ultrapassada por Aquiles.

4. Utilize a teoria das séries geométricas para calcular os racionais correspondentes as dizimas:

(a)
(b)

3.666. . .; (c) 1.181818..;
1.571428571428571428 . . .; (d) 0.999....

5. Determine a natureza das seguintes séries e a soma das que sao convergentes:

(a)

(b)

(c)

1
Zn2_1;
n=2

0o

1
2 (2n—3)(2n — 1)’

n=1

oo
Z 2—(3n+1);
n=0




n:lgz,
@3 (5t 50)
n=0
1 1 1
(f)37 71 115 1510 T
(ﬁ_f—) +<\/§1—1_ \/31+1>+<\/11—1 - \/11+1) L

. Mostre que se a,, Z0Vn € Ne Z an converge, entao Z — é divergente.

n=1 n= 1

. Estude quanto & convergéncia simples e absoluta as séries de termos gerais:

(a) 2D (¢) (~1)"——; ) (—1e

n+lnn’ n+2 n
1 1 :
1+§+"'+ﬁ (d) cos(mn); ,
(b) (=1)" - (o) (—)M(VRP+T1—yn);  (8) (—1)"tan .
o
. Mostre que se a, > 0Vn € N, Zan é convergente e b, é uma sucessao limitada, entao
n=1

o
E anby, é convergente.

n=1

. Justifique se sao verdadeiras ou falsas as seguintes proposigoes:

(a) Um nuamero inteiro pode ser a soma de uma série geométrica de racionais.
(b) Um ntimero irracional pode ser a soma de uma série geométrica de racionais.

(¢) A soma de dois irracionais é um irracional.

oo o0

(d) Seap, >0VneNe Z ay, € convergente, entao Z a2 é convergente.
n=1 n=1
a?
(e) Se Z an, € absolutamente convergente, entao Z ¢ convergente.
+ a?
n=1 n
(f) Se Z a;, converge, também Z — Converge
n=1 n=1
oo
Se a, ¢ absolutamente convergente e a —1 Vn € N, entao é
(8) nz_:l n g n 7 Z .

também absolutamente convergente.

(o] [o¢] o0
(h) Se g a, € E b, sao séries convergentes de termos positivos entao E v apb, €
convergente.



10. Determine a natureza das séries cujos termos gerais sao:

n 2 1

a) ————; 1\" v
( ) Tl2 +n—1 (h) <1 — E) ; (p) (lnn)lnn’
1 14 3n
b) ————; 1000)" S L
(b) n(n + 10) (i) ( 07?'0) : (@) 2y/n(n? —1)’
(c) Vn+1—+/n; ) no () 1-3-5---(2n+1)_
1 §)) Sinn’ 3.6-9---(3n+3)’
(d) 7712 = 1; (k) n2e—\/ﬁ. nlOOO )
’ ) oo
(e) (n))?. (1) n? sinl; :
o (m) (1+ (-1 Vi
(f) 14-—3”; e () vnlnn
1 (Il) nn ) n24+1"’
(&) ——; 1 3\
1 N _ n+
n?sin - (0) (In n)P’ p fixo; (v) <2n T 1) .
11. Determine com erro inferior a 0.01 a soma das séries:
> 1 =1 = nl
—1) = b — -
@ D1 > © X
12. Mostre que:
- 1 - ..
(a) A sucessao z, = m é uma sucessao de termos positivos que tende para
Zero.
(b) A série Z(—l)":pn é divergente.
n=2

Porque é que nao se aplica & série anterior o critério de Leibniz?



4c.

12.

13.

14.

a) 33 (b) 15 (¢) 05 (d) b; (e) 0; (£) 05 (g) 1; () +o0; (i) =13 (3) 03 (k) 0; (1) 55 (m) 3
n) +/e; (0) nao existe; (p) 0; (q) nao existe.

a) ¥ €] — §,400[, soma = z + 1; (b) z €] — 2,2[\{0}, soma = ‘—glc‘; (c) x = 0, soma = 0;
d) x € R, soma = z; (e) divergente para qualquer valor de z.
2 3
E=S4ohp .=
() 2 (b) 28 (0) 33: (@) L.
. (a) convergente, soma = 2; (b) convergente, soma = —3; (c) convergente, soma = 2; (d)
divergente; (e) convergente, soma = 14; (f) convergente, soma = -; (g) divergente.

12
a) simplesmente convergente; (b) simplesmente convergente; (c) divergente;

)
d) divergente; (e) divergente; (f) simplesmente convergente; (g) simplesmente convergente.
) verdadeiro: > 00 sk = —+ = 2; (b) falso; (c) falso;
)

a —

(
(
(
(

d) verdadeiro: > a, conv. = a, — 0= a, < 1,n>p= a2 < ap,n>p= . a2 conv,;

. a2 a2
(e) verdadeiro: Traz <Ln2p= o < lan|,n > p = Zm
conv.;

f) verdadeiro: mostre que se x,y > 0 entao /zy < xTﬂ’, efacar =a2ey= n%;

g) verdadeiro: ver (e); (h) verdadeiro: ver (f).

a) divergente; (b) divergente; (c) divergente; (d) divergente; (e) convergente;

~

f) convergente; (g) divergente; (h) convergente; (i) convergente; (j) divergente;

~—

k) convergente; (1) convergente; (m) divergente; (n) divergente; (o) divergente;

(
p) convergente; (q) convergente; (r) convergente; (s) convergente; (t) divergente;
(

(
(
(
(
(k)
(p)
(u) convergente; (v) convergente.
(a)

) T (-1 (0) Ty A (0) T 2
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Exercicios
6. Séries de poténcias.

1. Estude a convergéncia pontual das seguintes séries de fungoes:

[e.e] o0 nx
(a) Zm”e_”mQ em [—a,al com 0 <a<1; (c) Z Z—n em | — 00, b] com b < In3;
n=1 n=1
00 _p2,2 o]
e 2z
(b)z 5— em R; (d)z 5—— em R
n=1 " n=1 " r
. 1
2. Consid érie de fungo -1)r—.
onsidere a série de fungoes nzz:l( ) -

(a) Mostre que é pontualmente convergente em R.

(b) Mostre que nao é absolutamente convergente para cada x € R.

3. Calcule o raio de convergéncia e indique os valores de x para os quais as seguintes séries
de poténcias sao simplesmente convergentes e absolutamente convergentes.

. 1y =TT R

(a) ;n(nﬂ), (c) ;nn 2" (e) ;nzn,

o0 (2.%' 4 1)2n+1 oo n(x + 1)2n ') 1.211—1
b —_— d _ f .
()7; N ()HZ::1 o <);2n—1

4. Calcule o dominio e uma expressao finita em fungao de x para as séries:

(3] ) 20l 00 00 )

(a) ;nw ; (b) ,;)2"4”; (c) ;Z:O(er)w ;o () ;m :

(Sugestao: derive ou primitive, some, e primitive ou derive.)

[e.e]
1
5. Calcule a soma da série Z % (Sugestao: utilize o resultado de 4c.)

n=0

6. Represente por uma série de poténcias de = as seguintes fungoes, indicando o maior inter-
valo onde ¢é valida essa representagao.

(o) <(d; 1(1 | ® g
1 e) In(1 +x);
(b) 22 3049 N (h) arctan z;
L (f) e dt; i) In z?).
(c) 122 /0 (i) In(2 + 2%)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Use a formula de Taylor para escrever o polindémio z

1

Represente a fun¢do f(x) = — por uma série de poténcias de z — 1. (Sugestao: note que
x

r=1—(1-2x).)

3 222 —52—2 como soma de poténcias

de xz + 2.

. Considere a fungao f(x) = 2Incosz.

(a) Determine o polinémio de Taylor de 2° grau que melhor aproxima f(z) numa vizin-
hanca de = 0.

(b) Prove que o valor absoluto da diferenca entre f(z) e o polinomio da alinea anterior é

4 us
inferior a —x3 para x € [0, —}.
3 4
Um cabo pesado suspenso sob a acgao da gravidade toma a forma do grafico da fungao
x
y = acosh —, onde a > 0 é uma constante. Mostre que para |z| pequeno a forma do gréfico
a
2
x
é aproximadamente a da parabola de equagao y = a + %"
a
h2
Mostre que sin(a + h) difere de sina + hcosa por uma quantidade inferior a CR para
h > 0.

77
Utilize a formula de Taylor para obter sin 8 com erro inferior a 1074,

sinx . . 1
dx com erro inferior a —.

x 500

1
Utilize a féormula de Taylor para calcular /
0

Considere a funcao f(z) = sin(sinx).

(a) Obtenha o polinémio de Taylor de 2° grau no ponto x = 0 para f(z).

sin(sin 23) — 3

(b) Utilize a alinea anterior para calcular lin% 5
T— T

1

Considere a funcao f(z) = e

(a) Determine uma primitiva de f(z) no intervalo | — oo, 1.

(b) Utilize a alinea anterior para mostrar que a fungao ¢ analitica no ponto

1)

z=0.



Solucoes.

1.

12.

13.

14.

15.

(a) converge pontualmente; (b) converge pontualmente; (c) converge pontualmente;

(d) o dominio nao é sempre o mesmo.

(a) Critério de Leibnitz; (b) Critério da comparagao.

(a) R =1, absolutamente convergente em [—1, 1], simplesmente convergente em (J;

(b) R =1, absolutamente convergente em | — 1, 0[, simplesmente convergente em ();

(¢) R = e, absolutamente convergente em | — e, e[, simplesmente convergente em {);

(d) R = /3, absolutamente convergente em | —1—+/3, —1+ /3|, simplesmente convergente
em ();

(e) R = 2, absolutamente convergente em | — 2, 2[, simplesmente convergente em {—2};
(f) R =1, absolutamente convergente em | — 1, 1[, simplesmente convergente em ().

(a) a 1:0)2,3: €] —1,1[; (b) ln,/if—ﬁ,m €] —1,1[; (c) igual a (a); (d) = i)z,x €] —1,1].
4

a) —> .07, 2n1+13: ,]—2,2[; (b) Zzozo(l—zn%)x",]—l, 1[; (¢) E;L'O:l(—l)"ﬂnx"_l,]—l,l[;
)

(
(d) 3200 o, ] — oo, +oof; (€) 3200 (—1)" 28 ] — 1,1);

(f) Zn =0 W,ll)_:l) 2n+17] - OO7+OO[7 (g) _% - Z;L.O—l 2n1+1xn_17]072[ ou ] - 270[7
() 352y Gl (1,1 (1) 2 + 20, iy a2, [~v2, V3.

Z?LO:O(l - ‘T)n7]07 2['

. =84 15(x +2) — 8(z +2)% + (z + 2)3.



