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Exercicios
1. Complementos de funcoes reais de variavel real.

1. Indiqgue quais das seguintes expressdes sdo proposicdes, e qual o seu valor Idgico.

@ 1+2 () m; (e) {1,2,3};
(b) 1+2=3: (d) 1> 10; (f) 4 II{1, 2, 3}.

2. Traduza em linguagem corrente e indique o valor l6gico das seguintes proposigdes:

(d) XI[RYI[CR: Xy =X; (c0) WMI[R: XILRIX-y=X.
(b)) XILH: YILRKX y =X;

3. Resolva as seguintes equagoes:

@ 1
(@ In __'_)Z(E: 0; (b) %X(X —6)=0; (c) eX—e™x=0.

4. Calcule para que valores reais de x sdo validas as desigualdades:

@) (x+2)(x* +1) <0 (d) x2—3x+2<0; (@) [1—x]—x=0;
e ) x— 1] < |x+ 1| 2_"@ '

o X1 o ) P x
x2—5x+6 §+1E<

(c) e’ X =g ) o 6: (i) 3x3 —2x2 +3x > 2.

5. Determine em R um majorante, um minorante, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo,
caso existam, dos seguintes conjuntos:

1 1

(@) {1,sin1,sin2}; © m+ L. m.n CN
- 1 - nl 1

b —:n[N ; d —+—-—:mn[CN .
n m n

6. Determine em R o interior, a fronteira e o conjunto dos pontos de acumulagéo dos seguintes
conjuntos:

(@ A =[0,1]0213] [{8,10}; (e E={IX:|1|X—1|2|X|}; _—
(b) B ={x [R:x* <9}, ) F= x[R: X"1s X .
(c) C={x [R:0<|x—3| <5} - X+3IZI X+ 2
(d) D ={x [RI: x3 > x}; (9 G= R\|—1,+c0[ nQ.



7. Considere as functes

_ X — ‘/—_ — ‘/7_
f(x) = 2X+§ gx) = 3—X h(x) = °1—3x
— — — <in2

r(x) =1In 242 s(X) =2+ cosx t(x) =sin“x

(a) Determine os seus dominios e contradominios.

(b) Indique, justificando, quais séo injectivas e/ou sobrejectivas.
(c) Indique, justificando, quais sdo pares, impares ou periddicas.
(d) Caracterize g - f.

(e) Justifique que existe, e caracterize, h™!.

8. Calcule:
L1 v [ L1 1 —1 1 ; 1
(a) sin arcsin—3 : (c) tan arcsin—z : (e) sin arccos—E :
2 - -
o 4 L] \/Z (f) tan(arccos1).
(b) cos arcsing ; (d) cos arccos——-

9. Prove que:

(@) cosh?x —sinh?x = 1;
(b) 1 — tanh?x = sech ?x;
(c) sinh(x +y) =sinhx - coshy + cosh x - sinhy;
(d) cosh(x +y) = coshx - coshy + sinhx - sinhy;
(e) sinh(2x) = 2 - sinh x - cosh x;
(f) cosh(2x) = cosh? x + sinh? x;

2tanh x

tanh(2x) = ———.
(@) tanh(2x) 1 + tanh? x

10. Mostre que:

(@) Se f é uma funcdo impar e 0 1O, entdo f(0) =0;
(b) O produto (quociente) de duas fungdes impares (pares) ¢ uma fungdo par;
(c) O produto (quociente) de uma funcao impar por uma fungédo par é uma funcao impar;
(d) A composicao de duas fungdes impares é uma funcao impar;
(e) Se f é uma funcéo par, a composta g - ¥ é uma funcdo par, para qualquer funcéo g.
11. Mostre, utilizando a definicéo, que x“T % =0.
12. Estude guanto a continuidade as seguintes funcgoes:
(@ 769 = x| e @ T = ——

11
l1—ex

b) f(x) = |x3|;
(b) 0 = [x°[; © 60 = xzsin%—Zx seXxE0

(c) f(X) = xInsin?x; sex=0



13.

14.

15.

Determine todos os valores de k para os quais a funcéo

I:xg sex<l1

T = 2x+k sex>1

¢ continua em R.

Verifique se as seguintes funcdes sdo prolongaveis por continuidade a origem, e, caso sejam,
determine o seu prolongamento:
1 x4 + %2

@ f() = T (b) F(x) =

1—ez x*+3x’

Mostre que se  é uma funcéo continua em [a,b] tal que a < f(x) < b [XI []3,b], entdo
existe x [d, b] tal que f(x) = x.



Solucdes.
1. (b) V: () F; (F) V.
2. (a), (b), (c) V.
3. (@ x=1; (b)) x=0[xXI=6; (c) x=0.
4. () x 032, —1[; (b) x OL12[[J3)+0o[; (c) x [JF o0, —1] 2, +oo[;

(d) x OLI2[; (&) x G0)+oof; (F) x 0= 0, =3[ L5] +oo[; (§) X [ o0, 3];
(h) x = oo, =1[ [ 1,0; (i) x 31 +eo.

5.
major. | minor. | sup | inf | max | min
(@) 2 0 1 |sinl 1 |sinl
(b) 2 0 1 0 1 1
(c) (1 0 a1 1 1 1
(d) 2 0 2 0 2 1

6. (a) int(A) =]0,1[O2)3[, fr(A) = {0,1,2,3,6,10}, AP=[0,1] ]2, 3];
(b) int(B) =] —3,3[, fr(B) = {-3,3}, B"=[-3, 3];
(c) int(C) =] —2,3[[03]8[, fr(C) = {—2,3,8}, C"’=[-2,8];
(d) int(D) =] — 1, 0[ T} +oo], fr(D) = {—1,0,1}, D= [—1,0] [, +oo;
() int(E) =] — oo, 5, fr(E) = {3}, EM'=] — o0, §];
(f) int(F) =] — oo, =3[ 0F 2, -1, fr(F) = {—3,—2,—1}, FF=] — 00, =3] [[3F2, —1];
(9) int(G) = LFr(G) =] — oo, —1], G”=] — o0, —1].
7. (@) Df = R\{—g}, CD¢ = R\{%}, Dy =] — =,3], CDy = R{, Dh = R, CDy = R,
Dr = R\{0}, CD; =R, Ds =R, CDs =[1,3], D{ = R, CD¢ = [0, 1];
(b) Injectivas: fT,g, h, sobrejectivas: h,r;
(c) Pares: r,s,t, periddicas: s,t;

(d)gef(x)= 35 Dys =] — eo, —3][JF 5, +oo];

2X+5 !
(e) h™1(x) = 2(1 = x%), Dp-1 =R.
V_ A V_
8. (@) 525 (b) 25 (c) —=2; (d) —=%; (&) £&; (D 0.

12. (a) continua em R; (b) continua em R; (c) continua em R\{km : k [Z}; (d) continua em
R\{0}; (e) continua em R.

14. k = —1.

13. (a) ndo é prolongavel; (b) é prolongavel, com f(0) = 0.
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2. Complementos de calculo diferencial em R.

1. Calcule a funcéo derivada da funcéo f : R — R definida por

X seXx <2

T(x)= X+2 sex=2 '

2. Calcule a e b de modo a que T : R — R definida por

]},

X sex<?
ax+bh sex=2

f(x) =
seja diferenciavel em R e determine para esses valores de a e b a funcao derivada.
3. Seja T : R — R definida por f(x) = 4x3 + 3x®> — 6x — 6.

(a) Determine os pontos onde a tangente ao grafico de f é horizontal.
(b) Determine os pontos onde a tangente ao gréafico de ¥ tem declive —6.

(c) Mostre que a recta y = 12x — 17 é tangente ao grafico de T e determine o ponto de
tangéncia.

4. Determine o dominio e as fungdes derivadas das funcgdes:

(@ f(x) = In(In(Inx)); ©) ) = ()%
(b) f(x) =x*, (d) F(x) = x*".

5. Determine a derivada das seguintes funcgoes:

(@) f(x) = sin®5x cos? g; (i) F(X) =3t z;
x8 : _ . (x=2)°

(b) f(x) = 8(71—2)4' ) f(x)=In X+ 1)’

4, x—1 _xarcsinx
© F=3" 5 (0 6 = V="
(d) f(x) =In( 1+eX—1); () £(x) = sinh32x;
(e) f(x) = 51|n2 x%, (m) f(x) = Insinh2x;
" f(x) = > arcsin® x arccos x; (n) F(x) = eXcoshx;
(9) T(x) = Inarcsin 5;(;"1 . (0) f(x) = argtanhtanx;
(h) T(x) = arctan ;— . (p) f(x) = argcoshInx.



10.

11.

12.

. Seja f : R — R uma funcéo diferenciavel com derivada f" Determine a derivada de:

(@ f(=x); (b) f(e*); (© f(In(x*+1));  (d) F(F(x).

Mostre que as seguintes funcdes tém um extremo local nos pontos indicados, ndo sendo
todavia diferenciaveis nesses pontos:

L1
@ foo= X ¥X>0 0 O FC)= [ xS3emx=3
X sex=0 © F0 = * XA —3)emx=0ex =3

Seja f : R — R definida por f(x) = 2x? + 4x — 1.

(a) Utilize o Teorema de Bolzano para mostrar que T tem pelo menos um zero em R.

(b) Utilize o Teorema de Rolle para mostrar que T ndo pode ter mais do que um zero em
R.

Utilize o Teorema de Rolle para provar que:

(a) O polindmio x'92 + ax + b, com a,b R, tem no maximo duas raizes reais;
(b) O polinémio x'°1 + ax + b, com a,b R, tem no maximo trés raizes reais.

Utilize o Teorema de Lagrange para provar as seguintes desigualdades:

O, O X

@) tanx>x|j||:ﬂ),§; (d) 1+)(2sarctanxsx [XI [0, +oof
1 , 1 vV 1

(b) In(x +1) = Inx < — [ []0J +eof; (@) 8+5 < B6<8+.

(©) |sinx| = |X| X K,

Calcule, caso existam, os limites:

. XCO0SX —sinXx tanx . _3
@ fin——— " a5 () Jim X
. coshx—1, : 1, P
®) M T cosx (@l %= (f) Jim x==.
Estude as seguintes funcées:
(@) F() =x0—4); (d) £(x) = 1+—XX2; (f) F(x) = sin?x;
(b) 100 = ng;f)““gx““f’; . (@) f(x)=x—sinx;
X —
© F06) =5~ © )= 73 (h) f(x) = x + cosx.



Solucoes.

1.

4c.

02X sex<?2
i) = 1 sex>2"

2X sex<?2

a=4,b=—4efx) = 4 cex=2"

@x=-lex=1;(b)x=0ex=—3; (c) x=1.

(@) D =Je, +oo[, Fi{x) = : (b) D =RT, f{{x) = x*(Inx + 1);

Xlnxln Inx)’
(¢) D =R+, fi{x) = x**(2xInx + x); (d) D = R*, f4x) = X" (x*(Inx + 1) In x + x*71).

7 .
(1= X2)

: (e) TH{x) = 3x?sin 2x3;

(@) F{x) = 15sin? 5x cos 5x cos? X — 2 sin® 5x cos % sinx3; (b) Fix) =
© T = Vi @) T = 5

x—1)3(x+2)5 1+o*( T4e™—1)

(f) fl%x) — laI‘CSIIlX(Q arCcCcos X—aI‘CSIIlX ’ (g) f%x) —

1—x2

(i) fQX) _ goot £ 1n3 (_I) fl%x) 2x+11 (k) fI%X) csmx ayesinX 4 + x2 arcsmx,

x2 sin? X2—x—2" 1— x2 (1— x2)3
() f¥x) = 65|nh2 2x cosh 2x; (m) TXx) = 2coth 2x; (n) f?x) = eX(cosh x + sinh x);
(0) F{x) = L5 (p) Fitx) = XAL

sin 1 .
1— 25X2 arcsin 5x’ (h) f %X) 1—2x cos 1+x2’

In%x—1

. (@) —F{=x); (b) &*F{e); (c) P FHING +1)); (d) FXFO))FHX).

(@) =1 (b) L; (¢) 5 (d) 1; () €% (F) L.
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3. Primitivacao.

1. Determine uma primitiva de cada uma das funcdes seguintes:

Vo X (f) 2x+1; 1+cos®x arctan? X
@ 2 2 g e M T+ cos2x’ “)71?7’
%2 — px + 7 (h) eXsineX; (n) tan X; !
(b) X ! 3sin ;( ( ) (S) 4X2
) % . :
(c) 3sinx + 2x?; (_) (L+ cos X)? 1 :X3X2 () :v;;
(@) @+ 3% Q) x 14 (0)
o (0 €7 cos: g+ W vt
(e) : In X, a?—x?
1+x3' () @ —

1+eX’

2. Utilize o método da primitivacdo por partes, ou outro, para obter as primitivas das funcGes
seguintes:

(a) xcosx; (e) e*sinx; () xInx; (m) sect x;
(b) xsinx; (f) x2eX; (j) xarctanx; (n) sec?x;
(c) x%sinx; (g) x3e™>%; (k) arctanx; (0) logyo X.
(d) xe*; (h) In(2x + 3); () arcsinx;
3. Utilize o método da substituicao, ou outro, para obter primitivas das funcfes seguintes:
Vi sinx 1 V. 2% 1
o S © Grosgr M o= (g 2,
() ; (3 + cosx) exX — X
2—3x
x5 f) (1+x2) "3 i _\/_; 1
ORIV A O 054
17X% v_
sin, X E/_X . X
(d) —\/— @ ~= () */_1_)(2- (m) xsinx2.
4. Calcule primitivas das seguintes func@es racionais:
5 X ) 2X—3
() m; © X2 + 2x + 3’ (€) (X2 + 1)2’
X . 1 . 5x — 3
®) D+ @ =7 M Gzrae



5. Primitive as seguintes funcdes:

5 g . 1 4
(@) sin®x; () ¥=—; (a>0); ) -
(b) cos?x; X‘—a xt—1
(c) sin*xcos® x; i) 3X—7; X3 +X+1
(d) cos?xsin?x; X2\"/'9 ©) x(x2+1)"
(e) cos2x -sin4x; X
k :{—_ ; 1
2x2 —x+1’ 1 X+ X
X+ 3 - [
@ @ —x—7' 0 2+ cosx’ (@) x a*+x?
1 1 1
h) ~——— (a>0); : =
M) a2—x2( ) (m) CosSX + 2sinx + 3’ Y sinx’

6. Determine uma funcéo f que verifique:
(@) F{x) =3x2+ % com f(1) = 2;

(b) FH%x) =3x2 + % com f{e) =1e f(1) = 2.



Solucoes.
5v3- 4\/_5 3 4 X2, 2.3- 4\/_3 x2. 1 31
1. @ 2x3;(b) 5 x°—4 x3+7%;(c) —=3cosx+ 5x°; (d) Xx+3 X2+ (e) 3In|1+Xx°[;
() 2505 (9) —2e™; (h) —coseX; () iy () 5(L+X2)7; (K) 125X (1) — In(L +e™);
(m) 2 tanx + 1x; (n) —In|cosx|; (0) 3 3arctan 3x; (p) 3 arctan 2e*; (q) Z(In X)2:
(r) garctan® x; (s) jarcsin2x; (t) ;% arcsin ~ 2x?; (u) arcsin %.
2. (a) xsinx + cosx; (b) sinx — xcosx; (c) —x2cos X + 2cos X + 2xsin x; (d) xeX — eX;
(e) —1e* cos x+1eXsinx; (f) x2e* —2xe*+2¢%; (g) —3e 7" (x2+1); (h) (x+3) In(2x+3)—x;
0) X; Inx — Xff; (j) % arctan x(x? + 1) — 3x; (k) xarctanx — 3 In(1 + x?);
() xarcsinx+ 1 —x2; (m) Sinxg;zf)‘zSQ X): (n) $2mX + Lin|secx + tan x|;
(0) i (xInx —x).
2 5 2 3. 4\/ 2 3. 1\/—6- \/—.
3. (@ (xX+1°)—35 (xX+1)% (b) z 2— 3x+\2/7 (2 —3x)3; (c% —3 1—x5; (d)\/—ZCOS X;
©) sreax ) Y35 =1 (@) a2 Y ; (h) 2arctan  eX —1; (i) — In B2E0G) — T—x2,

-\/— -\/ 2 -\/ 2,
(k) 1+x2—1In LR ——22; (m) —1 cos x2.

4. (a) X4+X +1|n|x2—1| (b) |n@@rx+2,

(€) 2 In(x% +2x +3) — 2 arctan (x +1) (d) Lin @» @— 1arctanx;

2 —
(e) P57 — Sarctanx — %Xz%l; (f) 5522 - arctan( 5%).

5. (3) —cosx + 2 cos?x — £ cos® x; (b) %cos?’xsinx + 2 cosxsinx + 2x;
(c) —1sin®xcos? x — & sinxcos? x + == cos? xsinx + & sinx;
(d) —2sinxcos® X + 5; cos® X sin X + 1= cos X sin X + =x; (&) —-; cos 6X — 1 €0 2X;
(f) 2.7 arctan 77(4x—1) I;:I(g) —21In|x+1|+2In|x—2[; (h) arcsin %; (i) In(x+ x2 —a?);
@G 3 In(x2 +9)— Zarctan%; (k) 3 " x3—2In( " x3 +1); (I) % arctan 2 tan % ;
(m) a\r/ctan tan$+1 ; (n) x+1In|x—1|—=%In|x+1|—Jarctanx; (0) xIn |x|—% In(1+x2);
(p) 2 i—3\'4/i+6yi— 6In(1+ °X); (q) 3 (a2 +x2)3; (r) In %ang :

6. (8) F(x) =x* +In|x| + 1; (b) F(x) = % +xIn|x| —x —e’x + e’ + L.
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4. Calculo integral em R.

1. Calcule os integrais e interprete graficamente o resultado:

3, - = 3
@) - ax; (0) Inxdx; xdx; (d) sinx dx.
1 X 1 -1 0
2. Calcule os seguintes integrais:
- o =
(a) 1 (x% — 2x + 3) dx; (h) y+2 dy; (0) lil e” sin x dx;
Ld Y 1
77+ Y2\ dv- : 1 . (P —dx;
(b) 0 ( 2X + X) dX, (l) 0 m dX, 0 1 + X
Ij4‘1+\/V o 1 %7()(_2)% dx;
(C) P) dy- (_I) 7 2w o dX, (q) 2 X;
1y 3 X2—3x+2 3 (Xx—2)5+3
Ij61\/ L 73 Ll v
(d) , X —2dx; (k) = dz; (n ex — 1dx;
0 V.
sy _ = " 1-x2
(e) . *ﬁ dx; 0) X €0s X dx (s) s dx;
s = O3 Ver=g
(f) W dX, (m) In XdX; ( dX’
—2 - 1
I:II X 3 9 ri—h‘lS eX ex
. X .
()] . Z+3xt2 dx; (n) . x°e“* dx; (u) . o< +3 dx.
3. Calcule, em fungdo de x, os integrais:
= =
(@  tdt (b) (3sint + 2t°) dt.
0 X

4. Indique a relagdo que existe entre os integrais

- -
| = f(x)dx e J= T(x) dx
0 —a
nos casos em que:
(a) T é par; (b) T é impar.
Ij"’ 1 = 1
5. Mostre que ——dt= ——— dt para qualquer x > 0.
; 1+12 1 1+1¢2



- -

6. Mostre que  xX"(1—x)"dx=  x"(1 —x)™dx para quaisquer m,n [N
0
g t lchL 1
7. Mostre que — dt = ns ds para qualquer x > 0.
1 e

8. Seja f : R — R continua e periddica de periodo T. Mostre que

i
F(x) = f(t) dt

X

¢ uma funcéo constante em R.

9. Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fun¢des:

[ Ck

(@ Fx) = 1 Intdt; (©) HX) = o t? dt:
N — Cd 1

(b)) Gx) = 1+ ttdt; @ Ix) = T dt.
X 2

10. Seja h: R —= R continua e nédo nula para qualquer x e f: R — R definida por

[k
f(x)=  th(t)dt.
1

Mostre que f tem um extremo local no ponto x = 0. Deduza uma condic@o para h de
modo a que f tenha um minimo local no ponto x = 0.

11. Calcule os integrais improprios:

= =
@) |i1 xe ™ dx; (e) . x In? x dx;

“ arctan x
() —— dx;

%9 L+x2 4_:L|:dx

© e o =l

x2+1 '
d g (9) - : dx
@ Y= ™ P L D

12. Diga se convergem ou divergem os seguintes integrais improprios:

Moo -

@ In(1 + X) dx: © ﬁ dx
Ijoo —x2 Iﬁ

(b) # dx; ) —\/— dx;

@ X?I’Ctanx d ( IJ;IV‘°° S|n2
2

NG o

dx.

@ 1 X3+x2+x+1
1 B
13. Calcule Iimoﬁ et sintdt.
X -

X



14.

15.

16.

17.

18.

Determine todas as funcfes diferenciaveis f : R — R, com derivada continua e ndo nula,
tais que )
f(F(x)) =6+ fo () dt.
0

(Sugestéo: utilize a regra de Leibnitz.)

-

1 ) . . _
Calcule . 1+F00 dxonde f : [0,1] — R, écontinua, positiva e tal que f(X)f(1—x) =1

para qualquer x 'Rl (Sugestéo: faca a substituicdo x =1 —1t.)
Calcule a area dos seguintes subconjuntos de R?:

(@ {(x,y) [RF:y=<5y=-5x+5y=Inx}
(b) %y)[RP:xf/ys—x2+2};l —
() (xy) [RF:— 1—x2sys§x—1 ;

1 ly

@ xy) ERTZSVQSZ—x?y?z—x,xs?H%

Calcule a area das figuras limitadas por:

(a) y = 4x — x?2 e pelo eixo dos Xx;

(b) y =Inx, pelo eixo dos xx e pela recta x = ¢;
(©) y =x(x—1)(X—2) e pelo eixo dos xx;

(d) y>=xepelasrectasy =1ex=38;

(e) y = x? e pela recta y = 3 — 2x;

2
Hy=x3y= X? e pela recta y = 2x;
2
@Y= ePory=—>

(h) y=¢6*,y =e7* e pelarecta x = 1.

Calcule o volume dos solidos obtidos pela rotacdo das figuras limitadas por:

(@) y=x—x2epory =0, em torno do eixo dos xx;

(b) y =sin?x, por x =0 e por X = 11, em torno do eixo dos Xx;
(c) y?> =x3, pory =0 e por X =1, em torno do eixo dos Xxx;
(d) y2 =x3, pory =0 e por x =1, em torno do eixo dos yy;
(e) y=¢%, porx=0¢e pory =0, em torno do eixo dos Xx;

(f) y=¢€X, por x=0e pory =0, em torno do eixo dos yy;

(9) y? =4x e por x = 1, em torno do eixo dos yy;

(h) y=x?epory= X, em torno do eixo dos xx.



Solucoes.

1.
2.

4c.

12.

13.
14.

15.
14.
15.
16.
17.

18.

(@) In2; (b) —1=22; (¢) 0; (d) 1

(@) %; (b) 3% (©) £; (d) 2; (&) —3;
(i) arctan3—arctan 2; (j) In 3; (k) &;
@8- (N2—73 () 1—17 (t)

(f) 3In2; (@) Ing; (h) 35+ & —32In3;
()%—1 (M) L; () £2£2; (0) 1(e"+1); (p) 4—21In3;
§ T (u)4—m.

. @) % (b) 2((x + 1)® —x%) — 3(cos(x + 1) — cos x).

@I1=301=-

(a) D =]0, +oo], decrescente em ]0, 1], crescente em ]1, +oo[, minimo local em x = 1,

(b) D =R, decrescente em R; (¢) D = R, decrescente em ] — oo, 0, crescente em ]0, +oo|,
minimo local em x = 1; (d) D =]0, +oo], crescente em ]0, +oo|.

h(x) > 0 [X R
(a) 5; (b) % ©) 3 (d) 25 @ 1 () 4 (9) &

(a) divergente; (b) convergente; (c) divergente; (d) divergente; (e) divergente; (f) conver-
gente; (g) convergente.

-1
L
f(x)=x+3.
1
L
(@) e°—2;(b) 3; (c) Larcsins — 2; (d) 2 +m.

(@ % B L5 @ 4a+1@10+2 04 @ 5-L(Me+l-2

@ 35 (0) 35 (©) 5 (d) &5 (@) & () 2m; (0) 125 (h) 35
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Exercicios
5. Séries numéricas.

1. Calcule, caso existam, os limites das seguintes sucessoes:

(@) 2 *3" — CIGERG N
%n + §n+1 @ 1+n ' = \/_DI:I_1
1 1, 1 (m) n+l1—-n n+_
®) " ) 2+ - ’
Vs _ n ’ 3n+4 4
(© ——; ne ™ =z
\p__l 0 ii:?ﬁ; n n
(d) "a"+bP com0<as< . o ©) 1+ D", D n,
b; () = cos—; 2n+1
(e) cos(nm)sin(nm); e (p) cos(nm) + (—1)"*;
(f) cos%sin%; kK In1+— (q) cos r%n

2. Determine para que valores de x convergem as séries e calcule a sua soma:

= e , c—  d—
@) 1 © x (e) nXl.
n=0 n=0 n=0
S — S ——
(b) 1—xp™ (d) Ty
n=0 n=1

3. O heroi grego Aquiles vai fazer uma corrida com uma tartaruga. Aquiles d4 um avanco de
h > 0 metros a tartaruga. Admitindo que partiram os dois no mesmo instante e que tém
velocidades V, v metros por segundo, respectivamente, com V > v > 0, calcule o espaco
percorrido pela tartaruga desde a sua partida até ser ultrapassada por Aquiles.

4. Utilize a teoria das séries geométricas para calcular os racionais correspondentes as dizimas:

(a) 3.666...; (c) 1.181818...;
(b) 1.571428571428571428. . .; (d) 0.999....

5. Determine a natureza das seguintes séries e a soma das que sao convergentes:

€)) ;
nz—1’
n=2
Tr_ 1 1

(®) _@-3)en-1)’

(c) %“);
0

n=




@
n=1
 — 1
3
(€) oz Y om
n=0
(f) +1+1+1+---;
o (R e s R o N -
(@ - -1 + -l 4 vl oyl
2—1 2+1 3-1 3+1 1—-1 4+1
1
. Mostre que se ap, 20 [nl [ Nle an converge, entéo ~ é divergente.
n=1 n=1 M

. Estude quanto a convergéncia simples e absoluta as séries de termos gerais:

(_1)n (C) (_1)n n . Inn_
- 7 - y f _1 n_'
@ nr2 M D"
1+%+___+£ (d) cos(mn); ¥ .
(b) (=" — @ D" nP+1-n); (@ (D"t
P 1
. Mostre que se a, > 0 [Nl [N, an é convergente e b, é uma sucessdo limitada, entéo
n=1
1
anbn é convergente.
n=1

. Justifique se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes proposigdes:

(@) Um namero inteiro pode ser a soma de uma série geométrica de racionais.
(b) Um ndmero irracional pode ser a soma de uma série geométrica de racionais.
(c) A soma de dois irracionais ¢ um irracional.

1 y ‘1:2I
(d) Sea,>0[nl [N e an é convergente, entéo an € convergente.
n=1 n=1
1
(e) Se an € absolutamente convergente, entédo +”a2 é convergente.
n=1 n=1 n
1 T jant
(f) Se a2 converge, também T” converge.
n=1 n=1
1 .
(9) Se an € absolutamente convergente e a, 8 —1 [nl [N, entdo 1+a é
n=1 n=1 n
também absolutamente convergente.
P 1 P 1 _ o 1
(h) Se an e bn sdo séries convergentes de termos positivos entdo anbn é
n=1 n=1 n=1

convergente.



10. Determine a natureza das séries cujos termos gerais sao:

n [ ) Y 1
@ rn=t M 1-= ® Gy’
_ h 1+3n
®) n(n + 10)’ 0) (10;)'0) ; @ 3 n(nz—1)’
F1-'m; on 1:3:5.--(2n+1),
© nl : a) m; Q) 3:6:9---(3n+3)’
(d) a/m; ® n2e_vﬁ; © nlooo
.0o1)n’
G (1) n2sin zn—n; 9n+) _ Vo
(2n)! ] = (® —;
n m) T+ n
O o T Chras
@ —— L o e e
n25lnﬁ (©) (Inn)p’ p1ixo; W) 2n+1

12. Mostre que:

~ 1 ] ~ .
(a) A sucessdo xp = w € uma sucessdo de termos positivos que tende para
zero.
1
(b) A série  (—1)"x, é divergente.
n=2

Porque é que néo se aplica a série anterior o critério de Leibniz?



Solucoes.

1.

4c.

12.

13.

14.

@ 3; 0 1 (©) 0; (d) b; (&) 0; (F) 0; (@) L; (h) +oo; (i) —1; () 0; (K) O; (1) 5 (M) 5;
V_ . o
(n) e; (0) ndo existe; (p) 0; (g) ndo existe.
(@) x O3 1, +eo[, soma = x + 1; (b) x 0= 2,2[\{0}, soma = |)1(|; (c) x =0, soma = 0;
(d) x R, soma = x; (e) divergente para qualquer valor de X.

— vh vZh 4 v3h — vh
E=v+twtwt o =i

@ % (b) 555 (©) 135 (d) 1

. (a) convergente, soma = %; (b) convergente, soma = —3; (c) convergente soma = 1; (d)

divergente; (e) convergente, soma = 14; (f) convergente, soma = 12, ()] dlvergente

(a) simplesmente convergente; (b) simplesmente convergente; (c) divergente;
(d) divergente; (e) divergente; (f) simplesmente convergente; (g) simplesmente convergente.

@1_

(@) verdadeiro: |57 = =7 = 2; (b) falso; (c) falso;

l
— ’ —
(d) verdadeiro: an conv. [@pl- 0 Cagl<l,n=p [Call<a,n=p [_BZ conv;

2

e _ Jaal iyl 2 L]
(e) verdadeiro: 4 = 725 — 0 r<lnzp L3 <lalnz=zp Iy

conv.;

. VvV _
(f) verdadeiro: mostre que se x,y =0entdo "Xy <Y efacax=aiey= L;

(g) verdadeiro: ver (e); (h) verdadeiro: ver (f).

(a) divergente; (b) divergente; (c) divergente; (d) divergente; (e) convergente;

(f) convergente; (g) divergente; (h) convergente; (i) convergente; (j) divergente;
(k) convergente; (1) convergente; (m) divergente; (n) divergente; (0) divergente;
(p) convergente; (q) convergente; (r) convergente; (s) convergente; (t) divergente;
(u) convergente; (v) convergente.

— Eay

@ -1n L (b) Lo

;(©) o
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Exercicios
6. Séries de poténcias.

1. Estude a convergéncia pontual das seguintes séries de funcdes:

1
(a) x"e~™ em [-a,a]com0<a<1; (c) g em ] —oo,bl comb <In3;
n=1 n=1
2 ) DY |
(b) -2 em R; (d) R~ em R.
n=1 n=1
1
2. Considere a série de fungdes D" 5
. n+ x

(a) Mostre que é pontualmente convergente em R.
(b) Mostre que nédo é absolutamente convergente para cada x Rl

3. Calcule o raio de convergéncia e indique os valores de x para 0s quais as seguintes séries
de poténcias sdo simplesmente convergentes e absolutamente convergentes.

) B | _ ‘:_In .
@ m ©) nin™"x", (e aon’
n=1 n=1 n=1
n n T .2n]
© AL @ DT @ T
n=1 n n=1 3I’l n=1 2n - 1

4. Calcule o dominio e uma expressao finita em fungédo de x para as séries:

) P 2nt1 S )
() nx"1; (b) TR ()  (n+1)x"; (d) nx2".
n=1 n=0 n=0 n=1

(Sugestéo: derive ou primitive, some, e primitive ou derive.)

5. Calcule a soma da série —on (Sugestéo: utilize o resultado de 4c.)
n=0

6. Represente por uma série de poténcias de x as seguintes fungdes, indicando o maior inter-
valo onde é valida essa representacao.

1 ) d 1—x. 1 .
() x—2' (d) e @) XX =2’
1 (e) In(1 +x);
(b) & —3x+ 2’ ) (h) arctanx;
f ~dt; :
© Gaxr e (i) In@+>%).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

1 - - .
. Represente a fungdo f(x) = ” por uma série de poténcias de x — 1. (Sugestdo: note que

X=1—(1-—x).)

Use a formula de Taylor para escrever o polinémio x3—2x?—5x—2 como soma de poténcias
de x + 2.

Considere a funcéo f(x) = 2Incos x.

(a) Determine o polinémio de Taylor de 2° grau que melhor aproxima f(x) numa vizin-
hanca de x = 0.

(b) Prove que o valor absolult_o] daﬂf’ferenga entre T(X) e o polindmio da alinea anterior ¢é

inferior a §x3 para x [0, 7

Um cabo pesado suspenso sob a ac¢do da gravidade toma a forma do grafico da fungéo

X ) (e
y = acosh " onde a > 0 é uma constante. Mostre que para |x| pequeno a forma do grafico

2

) . , ~ X
é aproximadamente a da parabola de equacdo y = a + %"

. . . . . h?
Mostre que sin(a + h) difere de sina + hcosa por uma quantidade inferior a > para

h>0.

- , LT oo _
Utilize a formula de Taylor para obter sin — com erro inferior a 10~

18

= sinx 1
Utilize a férmula de Taylor para calcular S dx com erro inferior a 200"

0

Considere a funcéo f(x) = sin(sin x).
(a) Obtenha o polindmio de Taylor de 2° grau no ponto x = 0 para f(x).

inein x3 3
- . . . sin(sinx®) — x
(b) Utilize a alinea anterior para calcular Ilrr(l) ( x6) .
X —

1

Considere a fungéo f(x) = m

(a) Determine uma primitiva de f(x) no intervalo | — oo, 1].

(b) Utilize a alinea anterior para mostrar que a fungéo ¢ analitica no ponto

X
(1—x)?
X =0.



Solucoes.

1. (a) converge pontualmente; (b) converge pontualmente; (c) converge pontualmente;
(d) o dominio nédo é sempre 0 mesmo.
2. (a) Critério de Leibnitz; (b) Critério da comparacao.
3. (a) R =1, absolutamente convergente em [—1, 1], simplesmente convergente em [_]
(b) R =1, absolutamente convergente em ] — 1, 0[, simplesmente convergente em [l
() R = e, absolutamente convergente em ] — e, ¢[, simplesmente convergente em []
(d) R = 3, absolutamente convergente em ]—1— 3,—1+ 3|, simplesmente convergente
em [
(e) R = 2, absolutamente convergente em | — 2, 2[, simplesmente convergente em {—2};
(f) R = 1, absolutamente convergente em ] — 1, 1], simplesmente convergente em L[]
1
4. (a) ﬁ,x O3 1,1[; (b) In =, x OF1,1[; (c) igual a (a); (d) = X2,x 0= 1,1[.
5 4
- — — _
6. (@) — piozrxXM1=2.2[ (0) i (A—mEr)X" =LA () oL (DM T -1
(@) 5 SN, oo, oof; (€) | oD~ 1,11
Lo (- III _
) o s = o0 +ool @~ = gt 0.2 ou =20k
C 1\ ) I;I _V_
() oy G =1, () N2+ g ot 2,11+2)x2”+2, - 2 2]
L1
7. o —x)"]10,2[.
8. —8+ 15(x + 2) — 8(X + 2)? + (X + 2)3.
9. (@) p2(X) = —
12. sin % - 2(5)3.
17
13 Panx g £ - 2= 1
X 1-%)dx= 18
14. (@) x; (b) 0.
L1
15. (a) Z5; (b) 27 = X" em]—1,1[



