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1. Considere a função

f(x) =











arctan(x) + 2 , x ≤ 0

Ax + B , 0 < x < e

ln(x3) , x ≥ e

(a) Determine valores para A e B, de forma a que a função f seja contínua em x = 0 e descontínua
em x = e.

Resolução. A função f é contínua em x = 0 se lim
x→0

f(x) = f(0).

Vamos estudar os limites laterais:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(arctan(x) + 2) = 2,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(Ax + B) = B.

Logo f é contínua em 0 se B = 2.

Por outro lado, para a função f ser descontínua em x = e, é necessário, ou que não exista lim
x→e

f(x),

ou, se este limite existir, que lim
x→e

f(x) 6= f(e).

Como

lim
x→e−

f(x) = lim
x→e−

(Ax + B) = lim
x→e−

(Ax + 2) = Ae + 2,

lim
x→e+

f(x) = lim
x→e+

ln(x3) = 3 = f(e),

para que não exista lim
x→e

f(x), é necessário que os limites laterais sejam diferentes, ou seja, que

Ae + 2 6= 3 ⇐⇒ A 6= 1

e
.

(b) Sem efectuar qualquer cálculo, diga, para os valores de A e B que obteve em (a), se f é diferenciável
em x = e.

Resolução. A função f não é diferenciável em x = e, uma vez que não é contínua em x = e.

2. Mostre que a função g(x) =
1

x
+ cos

(πx

4

)

tem pelo menos um zero no intervalo ]0, 4]. (Sugestão:

utilize o Teorema de Bolzano.)

Resolução. A função g(x) =
1

x
+ cos

(πx

4

)

é contínua no seu domínio D = R\{0}.

Como lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

1

x
+ cos

(πx

4

)

= +∞, existe pelo menos um ponto a > 0, suficientemente

próximo de x = 0, tal que g(a) > 0.

Por outro lado, g(4) = −3

4
< 0. Aplicando o Teorema de Bolzano à função g no intervalo [a, 4],

conclui-se que g tem pelo menos um zero no intervalo [a, 4]. Logo a função g tem pelo menos um zero
no intervalo ]0, 4].
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3. Determine os extremos da função f(x) = x2ex.

Resolução. A derivada da função f é dada por f ′(x) = (2x + x2)ex. Recorrendo a um quadro de
sinais,

−∞ -2 0 +∞
f ′ + 0 − 0 +

f ր M ց m ր

conclui-se que a função f tem um máximo relativo em x = −2 e um mínimo relativo em x = 0.

4. Seja f uma função diferenciável em R e seja h(x) = f(x ln(x)). Sabendo que f(0) =
√

3 e que f ′(0) = 2,
escreva a equação da recta tangente à função h em x = 1.

Resolução. Como a função f é diferenciável em R, a funçãao h = f(x ln(x)) é diferenciável no seu
domínio.

Utilizando a regra da derivação da função composta, obtém-se

h′(x) =
(

f(x ln(x))
)

′

= f ′(x ln(x)) ·
(

x ln(x)
)

′

=
(

ln(x) + 1
)

· f ′(x ln(x)) .

Então

h(1) = f(1 × ln(1)) = f(0) =
√

3 ,

h′(1) =
(

ln(1) + 1
)

· f ′(1 × ln(1)) = f ′(0) = 2,

donde resulta a equação da recta tangente à função h em x = 1:

y = h′(1) (x − 1) + h(1)

y = 2 (x − 1) +
√

3 .

5. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

(a) lim
x→0

tan2(x)

x2
.

Resolução. Aplicando a Regra de Cauchy, obtém-se

lim
x→0

tan2(x)

x2
= lim

x→0

2 tan(x)(tan(x))′

2x
= lim

x→0

tan(x)
1

cos2(x)

x
= lim

x→0

tan(x)

x cos2(x)

Aplicando novamente a Regra de Cauchy,

lim
x→0

tan(x)

x cos2(x)
= lim

x→0

1

cos2(x)

cos2(x) − 2x cos(x) sin(x)
= 1.

(b) lim
x→0

∫

x

0

cos t dt

x
.

Resolução. Aplicando a Regra de Cauchy e a Regra de Leibnitz, temos que

lim
x→0

∫

x

0

cos t dt

x
= lim

x→0

(
∫

x

0

cos t dt

)

′

x′
= lim

x→0

cos x

1
= cos 0 = 1.
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6. Calcule uma primitiva da função f(x) =
x√

4 − 9x4
.

Resolução. Aplicando a regra do arcoseno,

P
x√

4 − 9x4
= P

x
√

4

(

1 − 9x4

4

)

= P
1

2

x
√

1 −
(

3x2

2

)2
= P

1

6

3x
√

1 −
(

3x2

2

)2
=

1

6
arcsin

(

3x2

2

)

.

7. Calcule

∫

e
2

1

1 − lnx

x + x lnx
dx.

Resolução. Utilizando a mudança de variável lnx = t, ou seja, ϕ(t) = et, vem que ϕ′(t) = et, ϕ(0) = 1
e ϕ(2) = e2. Então

∫

e
2

1

1 − lnx

x + x lnx
dx =

∫

2

0

1 − t

et + ett
· et dt =

∫

2

0

1 − t

1 + t
dt =

∫

2

0

(

−1 +
2

1 + t

)

dt

=
[

− t + 2 ln |1 + t|
]2

0
= −2 + 2 ln 3 + 0 − 2 ln 1 = −2 + 2 ln 3.

8. Calcule a área da região plana limitada pelas funções y = x2 − 4 e y = 4 − x2.

Resolução. A região plana limitada pelas funções y = x2 − 4 e y = 4− x2 é a região representada no
gráfico seguinte:

Então

A =

∫

2

−2

(4 − x2 − x2 + 4) dx = 2

∫

2

−2

(4 − x2) dx = 2

[

4x − x3

3

]2

−2

=
64

3
.

9. Calcule

∫

3

1

1√
x − 1

dx.

Resolução. Como lim
x→1

1√
x − 1

= ∞, o integral é um integral impróprio de 2a espécie. Assim,

∫

3

1

1√
x − 1

dx = lim
c→1

∫

3

c

1√
x − 1

dx = lim
c→1

[

2
√

x − 1
]3

c
= lim

c→1

(

2
√

2 − 2
√

c − 1
)

= 2
√

2.
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