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1. Seja f a fungao dada por
2t —ar+b sex <0
f(z) = In(z+e) se0<z<e
et+x sexr>e

onde a e b sao constantes.

(a) Indique o dominio de f. Esta fungao é prolongavel por continuidade ao ponto x = e? Justifique.

(b) Determine a e b de modo a que f seja diferenciavel em x = 0.
Resolucgao.
(a) O dominio do primeiro ramo de f ¢ | — 00, 0], o do segundo ramo ¢
{zeR:z+e>0AN0<z<e}=|0,¢]

e o do terceiro ramo ¢ |e, +00[. Logo, o dominio de f ¢ D = R\{e}.
Esta funcao sera prolongavel por continuidade ao ponto x = e se existir e for finito o limite
lim f(x). Estudemos os limites a esquerda e a direita neste ponto:

lim f(z) = limln(x+e)=1In2e
r—e r—e

lim f(x) = lim(e+z)=2e
r—eT r—e

Como lim f(z) # lim+ f(z), concluimos que lim f(z) nao existe, e portanto f nao é prolongavel
T—e™ r—e T—e
por continuidade a este ponto.

(b) Para que f seja diferenciavel em x = 0 é necessario que seja continua nesse ponto, ou seja, que

lim f(z)= lim f(x)= f(0).

z—0~ x—07F
Ora, lirgf fx)=f(0)=be lir(lgl+ fz) = lhr(r)l+ In(z +e) =1, donde b = 1.

Para que exista f/(0), temos que ter f/(0) = f(0), ou seja,

o J@ = Q) L f@) - £(0)
z—0~ x—0 z—0t x—0
Mas
1
lim f(z) — f(0) _ limln(a:—ke)—l _ zte 1
z—0— xr—0 z—0 xT R.C. z—0 1 e
lim @) = 1(0) — lim 2% _ —a,
z—0t x—0 z—0 x
e portanto a = ——.
e

2. Seja p uma fungao real de variavel real continua em [0, 1], tal que 0 < p(z) < 1. Mostre que existe
um ponto ¢ €]0, 1[ para o qual p(c¢) = ¢. (Sugestao: aplique o Corolario do Teorema de Bolzano a

q(z) = p(x) —z.)



Resolugao. Se p é continua em [0, 1], entao a fungao ¢(x) = p(x) — x também ¢é continua em [0, 1].
Temos que ¢(0) = p(0) —0 > 0 (porque p(x) > 0) e ¢(1) = p(1) — 1 < 0 (porque p(z) < 1). Logo, pelo
Corolario do Teorema de Bolzano, existe ¢ €]0, 1] para o qual ¢(c) = 0, ou seja, p(c) —c =0 < p(c) = c.

3. Mostre que sinb — sina = (b — a)cosc, para algum ¢ € |a,b[. (Sugestdo: aplique o Teorema de
Lagrange.)

Resolugao. A fungao sin(x) é tcontinua e diferenciavel em R, e portanto é continua em |[a, b] e dife-
renciavel em ]a, b[. Pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ € ]a, b[ tal que

sinb — sina . .
cosc = ——— < sinb —sina = (b —a) cos c.

b—a

4. Seja g(x) = f(arctan(z)) com f diferenciavel em R. Sabendo que f’ (%) = 2, calcule ¢'(1).

Resolugao. Utilizando a regra da derivada da func¢ao composta, vem que

d'(z) = (arctan z)' f'(arctan(z)) = f'(arctan z).

1+ 22

1 1 1
Assim, gl(l) = mf’(arctan 1) = §f/ (2) = 5 -2=1.

5. Calcule, caso exista, o limite

Resolucao.
1
. T 1 co—c0 .. xlmz—xz+1 3 lnx—f—x-g—l
z—1 \z — nx z—1 (x—1)Inz R'C'x_)llna:—l—(x—l)-—
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6. Considere a fungdo f(x) = 1 — In(z — 3)2. Determine:
(a) As assimptotas ao grafico de f.
(b) O ponto em que a recta ortogonal ao grafico de f é paralela a recta y = —x.

)
)

(c) Os extremos relativos de f.
)

(d) O sentido das concavidades de f e os seus pontos de inflexao.
Resolucgao.

(a) O dominio de f & R\{3}.
Como lir% f(z) = liH13(1 —In(z — 3)?) = 400, £ = 3 ¢é assimptota vertical ao grafico de f.

Temos que
2(x —3)
_ _2)2 = YY)
limﬁzlimwghm (= 3)_ _2:
z—too I z—Fo00 T R.C. z—=+o0 1 z—too x —3
e
lim f(z) — 0z = lim (1—In(z—3)?) = —ooc.
r—=+00 r—+0o0o

Logo, nao existem assimptotas nao verticais ao gréafico de f.



(b) A recta ortogonal ao grafico de f é paralela a recta y = —x quando o seu declive for igual a —1,

1
ou seja, quando ) = —1. Como f'(z) = Ee— (calculada na alinea anterior), vem que
x T —
! 1 1
—— = z =1
f'(x)

(c) Sabemos que f ¢é diferenciavel em R\{3}, e portanto f'(z) = 0 sempre que = é um extremo
relativo. Mas f/(z) = 0 ndo tem solugdo, e logo f nao tem extremos relativos.

(d) Temos que f"(z) = > 0 para todo o x € D, e portanto f tem a concavidade virada para

(x —3)?
cima em D, e nao tem pontos de inflexao.



