Analise Matemaéatica 1

Departamento de Engenharia Mecénica
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1. Seja f a fungao definida por

)1+ e sex <0
f(a:)—{ |z —2| sex>0 '
(a) Indique o dominio de f e o conjunto de pontos em que f é diferenciavel.

(b) Verifique se f é prolongéavel por continuidade ao ponto x = 0. Justifique; em caso afirmativo,
defina o prolongamento.

Resolugao.

(a) A funcio 1+~ esta definida em | — 0o, 0[ e |z — 2| est4 definida em ]0,400[. Logo, D = R\{0}.
1+ e=2° ¢ diferenciavel em | — 00,0[ por ser a soma da fun¢ao constante 1 com a composta da
funcao polinomial —2? com a fungdo exponencial, ambas diferencidveis em R. No intervalo |0, 2],
f(z) = 2—x é diferenciavel (polinomial); no intervalo |2, +o00[, f(z) = z—2 ¢é diferenciavel (idem).
No ponto 2, tem-se:

2 J—
@) = tm B2 20
b i 3_55)2_ 0 = ndo existe f'(2)
f4(2) = lim =1

O conjunto de pontos em que f ¢ diferenciavel ¢ D\{2} = R\{0, 2}.

(b) Tem-se que: 0 é ponto de acumulagao de D e

z—0~ z—0~ = 1 =92
lim f(x) = lim |z —2[=|—2] =2 Jim f()
z—0 z—0t

O prolongamento por continuidade f é definido por

1+e® sex<0
f(z) = 2 sex =0
|z —2] sex>0

2. Verifique se é possivel aplicar o Teorema de Rolle a f(x) = arctan(z — 1) no intervalo [0,2]. Caso seja,
calcule o(s) ponto(s) em que a derivada se anula.

Resolugao. A funcio f(z) = arctan(xz — 1)? é continua e diferencidvel em R, e portanto é continua
em [0,2] e diferenciavel em ]0,2[. Como f(0) = arctan(—1)? = arctan1 = f(2), é possivel aplicar o
Teorema de Rolle a f no intervalo dado. Assim, existe ¢ € |0, 2] tal que f’(c) = 0, ou seja,

2(c—1)

) _pee=1.
1+ (c— 1) ¢

3. Seja h(z) = f (g(x)), em que f e g sao fungoes diferenciaveis em R. Supondo

f(_l) =2, f/(_l) = 9(3) = -1, g/(3) = —4,

escreva uma equagao da recta tangente ao grafico de h no ponto (3, h(3))



Resolugao. A equagao da recta na forma y — yo = m(z — xg) obtém-se de:
o — 3,

yo=h(3) = [f(9(3)) =f(-1) =2,
m="h(3)=f(93))g3)=f(-1)(-4) =

4
y—2=—2(x—-3)
3
. Calcule, caso exista, o limite
lim z3%e™®
r—+00
Resolucgao.
3 oo 2 oo oo
. _ x0 1. T . 3r° 2 . 6r 2 . 6
lim 2% °Z" lim — £ lim — 2 lim — = lim — =0.
T—+00 z—+o00 e¥ R.C. z—+oco e¥ R.C. z—+oo €T R.C. z—+oo e”
72
. Considere a fungao f(z) = . Determine:
x p—

(a)
(b)
(c)

)

(d) O sentido das concavidades de f e os seus pontos de inflexao.

O dominio de f e os pontos em que f é continua.
As assimptotas ao grafico de f.

Os intervalos de monotonia e extremos relativos de f.

Resolugao.

(a) O dominio de f é R\{1}.
Como f é quociente de duas fungoes polinomiais (que sdo continuas), é continua em D.

2 2
b) Como lim f(z) = lim = 400, e lim f(z) = lim = —oo, x = 1 é assimptota
( ) r—1t f( ) z—1tx —1 x—1— f( ) rz—1- T — P
vertical ao grafico de f.
Temos que
m = lim @ — lim —— =1
r—+oo z—too x — 1
© 2 2 2
. . T . =z +x
b_mE:Htloof(x)_lzp_xEI:Eoox— 1 _:L'_xll}:iloo? =1

a recta y = x + 1 é assimptota néo vertical ao grafico de f em 400 e em —oc.

-2
(¢) Temos que f'(x) = %

—oo | 0 1 2 | +oo

x - 0|+ |+ |+]|+]| +

-2 | - |- |- =110 +

-1 + [+ ]+] 0 [+]+] +

f(x) + |0 | —|s/s|—|0] +

fla) | /M N |s/s|\|m| /

Assim, f & crescente em | — 00,0[ e em ]2, +00[, é decrescente em ]0,2[\{1} e tem um maximo

local 0 em £ = 0 e um minimo local 4 em z = 2.



(d) Temos que f”(z) =

(z—1)%
—oo| 1 | +o0
(x—13] — [ 0| +
f'@) | — |s/s| +
f(x) N |s/s| U
Assim, f tem concavidade virada para cima em |1, +oo[, virada para baixo em | — oo, 1[, e nao

tem pontos de inflexao.

6. Determine o polinémio de Taylor de grau 3 da fungao f(x) = In(1 + x) em torno do ponto a = 0, e

utilize-o para calcular um valor aproximado de In —.

Resolucgao.

f@) =l +z)  f(0)=0

1
f/(ﬂf):l_i_—gj f1(0)=1
1
f//(:L') f— _(1 n ;U)2 f//(o) = -1
2
") = g =2
O polinémio de Taylor de grau 3 é:

_ Lo 2 4 2 28

Py(z) =0+ 57 +3!x =z 2+3

Um valor aproximado de lng =In (1 + %) obtém-se calculando

(LYl L (N 5
3 2) "2 2\2 3\2) ~ 12



